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PRÉFACE 



Analyse vectorielle générale, voilà le titre générique 
d' une série de volâmes dans lesquels plusieurs auteurs 
exposeront des sujets intéressants de Mécanique , de Phy- 
sique-mathématique et de Géométrie différentielle. Us fe- 
ront toujours usage des méthodes simples et rapides du 
moderne Calcul vectoriel intrinsèque. 

Ce volume, Transformations linéaires, le premier de 
la série, contient: l'algorithme général des homographies 
vectorielles (') et des dèrivè,es par rapport à un point ('}, 
les transformations d' intégrales , et les équations diffé- 
rentielles , ainsi que trois notes de M. Mario Pibbi. Ces 
notes ont pour but de mettre en évidence le lien qui 



{') Cfr. nos Omografie vettoriaU (Bibliographie , n. 15) dans les- 
quelles on trouve quelques questions relatives aux homographies 
non rèversihles , aux isoméries etc. , que noua n' avons pas reportées 
dans ce volume. 

(^) Bibliographie , n. 15. M. Fbano considère seulement la dé- 
rivée d'nn élément linéaire par rapport à l'élément, linéaire aussi, 
dont il est fonction. Dans les applications on a, au contraire, besoin 
des dérivées par rapport & un point; et les points ne forment pas un 
système linéaire, mais une partie d'un système linéaire (les formations 
du premier ordre de O-rahsmann). 
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existe entre quelques propriétés des homographies et quel- 
ques propriétés projectives bien connues -('). 

Le second Tolame, Applications Physico-Mécaniques, 
contiendra (*) tout ce qui constitue le fondement nécessaire 
pour appliquer les méthodes développées dans le premier 
volume à un sujet quelconque de Physique et de Mécani- 
que , sans exclure 1' Ëlectrodynamique ; car on peut aussi 
appliquer à cette dernière les méthodes fournies par les 
vecteurs (physiques) à trois dimensions, sans faire usage 
des vecteurs (analytiques -imaginaires) à quatre dimen- 
sions. 

Le troisième volume, Hydrodynamique, qni sera écrit 
par M. T. Boggio , contiendra des recherches intéressan- 
tes et fondamentales d' Hydrodynamique , quelques-unes 
déjà connues, d'autres nouvelles, mais toutes obtenues par 
des procédés infiniment plus simples et plus rapides que 
ceux que l'on emploie ordinairement ('), 

L' algorithme des opérations vectorielles élémentaires, 
que nous avons déjà exposé {*), est le fondement nécessaire 
de tous les volumes de la série. Ns)us suivons , naturelle- 
ment, les notations que nous avons proposées, en 1907 et 
1909 (% vu qu'elles ont été favorablement accueillies par 



(') Ce volume contient en outre: uni Appendice, dans hCquelMf on 
niae amplement , soue 1' aspect logique et formel , lea notations 
que nona avons employées et les notations ordinaires ; la Bibliogra- 
phie relative à nos notations et des Notes historiques. 

{*) Moment d' inertie et d' impulsion dans les si/stémes rigides. Mé- 
canique des corps dèformables. Hydrodynamique des .fluides parfaits 
et visqueux. Mouvement libre par ondes planes dans les milieux isotro- 
pes et cristallins. Propagation de la dialeur dans les milieua: isotro- 
pes et cristallins. Éleolrodynaniique des corps en repos et en mon- 

(3) Les sujets ne manquent pas, dans le domaine de la Physique, 
de la Mécanique et de la Géométrie, pour d'autres volumes ; mais dane 
ce moment noifs ne eauriona donner des indications précises. 

(») Bibliographie, ». 14 ; n. 16, pp. 1-66. 

(S) Bibliograpliie, n. 12, n. 15. 
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de savants auteurs (') qui en ont fait usage dans de nom- 
brenx et importants ouvrages (^) , publiés dans la courte 
période de six ans, 



C'est 1' opinion de plusieurs , y compris ceux qui font 
usage des méthodes vectoi'ielles ordinaires, que : le calcul 
vectoriel ait nécessairement besoin des coordonnées carté- 
siennes et que la concision bien connue du calcul vectoriel 
soit due, en substance, au fait qu'on indigue par une 
seule lettre une expression complexe. 

En réalité , les calculs vectoriels ordinaires sont des 
tachygraphes des coordonnées cartésiennes, et ainsi 1' opi- 
nion qae nous venons d' indiquer est la conséquence né- 
cessaire et logique d'un fait réel. Mais il est possible d'en- 
visager le Galcnl vectoriel d'une tout autre manière. Notre 
calcul difiFère substantiellement des calculs ordinaires (') , 
en ce qu' il peut opérer directement sur les éléments géo- 
métriques et physiques , sans avoir Jamais besoin de re- 
courir à aucune coordonnée. Notre calcul peut ainsi s'ap- 
peler intrinsèque, ou absolu, ou autonome. 

Les avantages que 1' on obtient du calcul intrinsèque 
sont fort considérables. Nous allons en indiquer le plus 
important {*). 



(') BoGGtO, BOTTAHBO, BuRGATTI , ClBOTTI, COLONNETTI, COMBS- 

8ATTI, Daniblb, Oarbasso, Lazzarino, Lbvi-Givita, Maggi, Palohbv, 

PlHBI, SaNTANGBLO, ScATTAOLIA, SlONORlNl, TEREAOINI, ViVANTI. /J%€-*^a 

(') Bibliographie. / 

(^) Noa seulement à cause de la forme des symboles, comme quel- / ' 

ques critiques le pensent (Bibliographie, n. 17), mais à cause du rôle 
algorithmique qu' ila ont. Si même on changeait — pour la forme 
Heuloment — nos aymboles Xi Ai Si^d, Rot, . . . contre des symboiee 
choisis, p. es., parmi ceux dont faisaient usage les astrologues ou les 
alchimistes, notre calcul ne subirait encore aucune altération. 
('} Ctr. les travaux cités dans la Bibliographie. 
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Ponr traiter des questions de Physique, de Mécanique 
et de Géométrie, il n'est pins nécessaire de recourir & ces 
artifices spéciaux dépendant du choix des coordonnées, aux- 
quels on doit, paxaît-il , dans les expositions classiques 
et dans les actuelles , le succès de toutes recherclies. £n 
voici deux exemples remarquables. 

Bans le mémoire (') " Problème du mouvement d'une 
masse fluide incompressible, etc. „ M. W. Stekloff a obtenu 
des résultats importants moyennant un double système 
d'axes coordonnés (1' an fixe et 1' autre mobile) et de très 
longs calculs , dont une petite partie seulement est déve- 
loppée dans le texte. M. Boaoïo (*) a obtenu, et sous une 
forme très simple , les mêmes résultats sans faire usage 
d' axes et par des calculs très courts , entièrement déve- 
loppés dans sa note. L' ellipsoïde , qui appandt dans 
la question , n' a plus besoin d' être donné au moyen de 
son équation ; mais, représenté par son homoffi^aphie indi- 
catrice , il est lui-même introduit directement dans le 
calcul. Dans la note de M. Bosmo le succès est dû à 
l'absence complète d'axes coordonnés et à l'introduction 
directe dans le calcul des éléments sur lesquels on doit 
opère}' , et non pas à un choix spécial d' éléments de ré- 
férence. 

Un autre artifice auquel on attribue, aujourd'hui, le 
succès de certaines recherches d' Èlectrodynamigue est 
fourni par les vecteurs à quatre dimensions. Nous ne nous 
arrêterons pas à observer que ces vecteurs sont obtenus 
au moyen de coordonnées , que ces coordonnées ne sont 
pas homogènes (longueur et temps) , que dans certaines 
questions physiques — et partant réelles — il est né- 



(') W. S'rBKLorp, Annalea de l'École normale supéri' 
a. m, t. 25 (1908), 469-528; t. 26 (1909), 275-386. 
(^) Bibliographie, a. 8. 
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cessaire qn' une de ce8 coordonnées soit imaginaire (') ; 
il anf&ra de noter qu'on peut tout obtenir, et que tout a 
été obtenu (*), au moyen de seuls vecteurs (physiques) à 
trois dimensions et sous une forme nouvelle si simple et ai 
claire, géométriquement et physiquement, qu'il ne peut plus 
y avoir de doute sur l'inutilité absoltie, dans le champ phy- 
sique, des vecteurs à quatre dimensions. Ici aussi, le succès 
est dû , non au fait d' avoir porté le nombre des coordon- 
nées de trois à quatre, ou d'avoir introduit uiîe coordonnée 
imaginaire dans une question réelle, ou d'avoir donné une 
forme géométrique à des éléments purement analytiques ('), 
mais au fait d'avoir exclu toutes les coordonnées, y compris 
l'imaginaire, et d'avoir opéré directement sur les éléments 
physico- géométriques (*). 



(*) Précieément la J — 1 , qu' on ne doit pas confondre avec le 
verseur i de Hamii.ton qni est un opérateur réel et absolument dif- 
férent de i/— 1 {cfr. Bibliographie, n. 16, p. 48, note). 

(») Bibliographie, n. «7. 

(^) Que les vecteurs à quatre dimensions soient des éléments pu- 
rement a'^alytiques (et par conséquent impropres pour des questions 
physico^géométriques), cela résulte du fait qn' il faut introduire la 
w'— 1 qui n'a p^ , et ne peut pas avoir, une représentation absolue 
réelle. Les vecteurs à n dimeDsious peuvent être introduits indépendam- 
ment des coordonnées et soua la forme géomètriqve propre aux espaces 
géométriques à . n dimensions. M. Bottasso s' occupe actuellement 
de cette question. 

(*) Ball dans an Discours à la British Association (Manchester , 
1887) a dit avec beaucoup d'exprit ; " Many of the committee sympar 
thized with thia view of Commoosenae , and they came to the con- 
clusion that there waa nothiog to be extracted from poor old Cartesian 
and his axes „. [A Dynamical Parable, Nature, v. 36 (1887), 424^^29]. 

Les coordonnées cartésiennes sont sans doute désavantageuses 
quand on les emplois systématiquement ; mais dans quelques questions 
spéciales elles peuvent être employées utilemeat (Bibliographie, n. 36, 
Préface). Le calcul vectoriel peut ne pas faire usage de coordonnées, 
mais il est prêt à les donner de quelque espèce qu'elles soient, et d'une 
manière très simple, chaque fois qu' elles lui sont demandées. Ainsi 
ce " poor old Cariesian „ ne peut pas même se réjouir de la vérité 
de l'accusation, lancée par quelques-uns, que le calcul vectoriel intrin- 
sèque emehit les coordonnées. 
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Les opérateurs différentiels des divers ordres sont des 
éléments de la plus haute importance dans le calcul vec- 
toriel. Nous les avons tous déduits d' un seul opérateur 
différentiel , celui qui donne la dérivée d'un élément h par 
rapport au point P dont h est une fonction, opérateur que 
d 
'dP' 
tuelle de Leibniz. 

"'"'^'""'' dp ' 

graphie dont le premier invariant et le double vecteur 
donnent, respectivement, la divergence ordinaire et le ro- 
tationnel (ou tourbillon) de A. Si h est une homographie 

dh 

dP ' 

teur produit une homographie. Cette homographie est d'un 
usage continuel dans les applications et c' est par son 
moyen qa' on définit (indépendamment des coordonnées) le 
gradient et le rotationnel d'une homographie {'). De même 
nos opérateurs A, A' (qui ont comme tachygraphe commun 
l'opérateur de Laplace), le premier pour les homographies ('), 
le second pour les vecteurs , sont aussi définis au moyen 



damment des coordonnées. De leur définition intrinsèque 



(') Bibliographie , n. 5 et », 31. ^ Ordioairement on considère 
seulement le gradient d' un aombre. Du rotationnel d' uae homo- 
graphie (qui se présente dans les équations différentielles , dans les 
relations de Saint-Venant, etc.) on ne trouve pas de trace dans les 
méthodes vectorielles communes. Et c'est naturel, car sa forme tachy- 
graphique cartésienne est compliquée et impropre au calcul. 

(') Bibliographie, n. 30. 
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il est évident que ce sont des opérateurs bien distincte 
qui ne peuvent être représentés par le symbole unique 
Aï ou V' etc. 



EzaiDiaons rapidement les systèmes vectoriels ordi- 
naires et comparons-les avec le nôtre. 

Hâmilton donne bien d'une manière indépendante des 
coordonnées, et sous une forme admirable pour la précision 
des idées et des notations, la théorie des vecteurs et des 
quaternions constants. Mais pour les fonctions d'nn point, 
il doit recourir aux coordonnées. Son wihla , V » qui est 
l'opérateur différentiel fondamental, ne peut pas être défini 
d'une manière directe en excluant les coordonnées {'). De 
même les homographies (<I>) sont définies au moyen de coor- 
données cartésiennes. C'est-à-dire qu' il manque partout la 
possibilité d'établir un calcul intrinsèque. Mais il y a plus 
que cela. Les quatei'nions ne peuvent, tout seuls, donner 
les homographies générales. Pour s'en convaincre il suffit 
d'observer que les homographies sont des opérateurs vecto- 
riels à neuf dimensions dans un domaine à trois dimen- 
sions, tandis que chaque quaternion est un opérateur vec- 
toriel linéaire à quatre dimensions dans an domaine à deux 
dimensions (qui est fonction du quaternion lui même); en 
outre la somme et le produit de deux quaternions ont leur 
domaine réduit & une seule dimension ('). En tenant donc 
compte des applications nombreuses , générales et impor- 
tantes des homographies, applications qui existent déjà, on 
peut conclure que les quaternions sont insufflsants pour 
le calcul vectoriel intrinsèque. 



(') Bibliographie, n. 16, p. 211. 
{») Bibliographie, n. 16, p. 203. 
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Lea quaternionistes modernes n' ajoutent aucun élé- 
ment noaveau à l'édifice admirable élevé par Hamilton ; 
par conséquent, d'un côté, leur méthode est aussi insuffisante 
que celle des qnaternions originaux; mais de l'autre côté, 
comme ils ont supprimé les opérateurs nécessaires I, I ' de 
Hamilton, ils en viennent à identifier le quaternton droit 
avec le vecteur, ce qui constitue une véritable absiu'dité ('). 

G-iBBB a le mérite d'avoir, le premier, fait usage 
do symbole d' opération pour le produit vectoriel , au 
Heu de symbole de fonction binaire ('). Les opérateurs 
différentiels de Gibbs sont cependant des tachygraphes 
cartésiens , sujets à des lois formelles qui ne sont pas 
bien précisées ; le V est devenu un vecteur symbolique, 
mais il a complètement perdu la précision du nabla. Les 
homographies , quoique déiinies par le moyen de dyades , 
ne sont cependant pas indépendantes des neuf coordon- 
nées cartésiennes. Les dyades, qui correspondent à nos ho- 
mographies H(M,ïJ), sont des homographies non réversibles 
et forment un système non linéaire ; avec les sommes de 
trois d'entre elles on obtient les homographies en général 
qui forment un système linéaire. Par conséquent il n' est 
pas étonnant que le calcul formel de Gibbs présente de très 
graves complications , qui ne se trouvent absolument pas 
dans notre système ("). La comparaison entre les applications 



(') n est inatîle de parler de ceux qui , ne faisant pas îwape de 
quaternions, emploient lea notations exactes et opportunee &{uv), V(Mif) 
de Hamilton eu les privant de sene et en les rendant tout à fait 
inopportunes. 

(^) Noua n'avons pas adopté les aymbolee , . , X ^^ Gibbb parce 
que le point, ., a déjà, dans l'Algèbre, la fonction de séparateur et 
ansai parce que Grassmann avait déjà fait uaage du symbole X pour 
le produit intérieur. 

Il imperte de rappeler que la fonction binaire donne un algorithme 
qui diffère tout à fait du calcul ordinaire algébrique, et que par con- 
séquent il ne convient pas d' en faire usage. 

(') Bibliographie, n. 18. GiBBS doit toujours décomposer unehomo- 
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faites par G-ibbs, on par sea disciples, et les nôtres, prouve 
amplement que même le système de Qibbs est insuffisant 
et inopportun ('). 

Sans crainte de noua tromper, et avec l'exemple con- 
vaincant fourni par de nombreuses applications embrassant 
désormais tout le champ de Ja Mécanique, de la Physique- 
mathématique et de la Géométrie différentielle, nous pou- 
vons affirmer qu' aucun des systèmes vectoriels ordinaires 
ne possède la simplicité, la précision, V indépendance ab- 
solue des éléments de référence, ni la. puissance de notre sys- 
tème. Bien qu'avec notre système on opère directement sur 
les éléments géométriques et physiques, en éliminant tout 
intermédiaire , on ne peut cependant pas exclure à priori 
(et il serait absurde de le faire) la possibilité d© trouver 
un autre système absolu plus simple et plus puissant qne 
le nôtre. Mais il est certain, qu'un tel système n'est pas, 
et ne pourra jamais être, un de ceux que l'on emploie or- 
dinairement et que noua venons de citer (*)■ 



graphie dans la Bomme de trois dyades , tandis que noua , ou nona 
n' avons pae besoin en général de décomposition , ou nous trouvons 
utile la décomposition dans la eomme d' nne dilatation avec une homo- 
graphie axiale. 

(') Il existe d'autres systèmes encore plus défectueux et plus inop- 
portune que ceux que nous venons de citer. 

Les notations à système cellulaire 
(«6), [«61 
proposées par V Encyclopédie allemande sont encore de beaucoup infé- 
rieures k toutes les autres. Les parenthèses constituent, contrairement 
à toutes les lois ordinaires de l' algèbre , le symbole de fonction bi- 
naire (!). Ou a, p. es., comme conséquence, que la formule 

([a6]c) = («[&«]), 
qui doit exprimer une propriété commulative, semble, au contraire, 
exprimer une propriété associative au moyeu d' un luxe inutile de 
-parenthèses. 

{*) Le système géométrique de Grassmann-Pbano, dans lequel le 
nAtre est contenu , et qui peut aussi être déduit du nôtre (Bibliogra- 
phie, n. 16, pp. 180-lifâ), est naturellement exclu des systèmes in- 
suffisants on imparfaits auxquels nous venons de faire allusion. 
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INTRODUCTION AU CHAPITRE I. 

SYSTÈMES ET OPÉRATEnfiS LINÉAIRES . 



Nous exposons brièvement les fondements de la théorie 
générale dea si/,Ht^i)ies et des opérateurs linéaires. En gé- 
néral ces choses sont connues en grande partie; mais nous 
les exposons quand même, soit pour la comodité du lecteur, 
soit pour préciser la signification des termes dont nous 
faisons usage. 



I. Systèmes linéaires. 

Soit U une classe, soient a,b,c,... des éléments quel- 
conques de cette classe et in , n , . . . des nombres réels. 
Soit déânie la somme a-|~& de deux éléments quelconques 
de U et le prodnit , ma , on am , d' un élément (a) quel- 
conque de U par un nombre réel (m), de sorte que les 
conditions suivantes soient vérifiées. 

[1] a-\-b est un élément déterminé de U. 

[2] Il existe un élément de U, et on l'indique par {zéro), 
nul par rapport à l'opération +, c'est-à-dire tel 
que, a étant un élément quelconque de U, a-\-0^a. 

[3] a + b=b + a. 

[à] a-\-{b + c) = {a + b)+c. 

[6] a-]-C''=b-\- c équivaut à a = 6. 

L6] ma (ou am) est un élément déterminé de U. 



.ï Google 



[7] ma = équivaut à a = ou m ^ 0. 
[8] Si m ^ 0, ma = mb équivaut à a = &. 

Si tt ^ 0, ma = na équivaut à m = n. 
[9] m{a + b) = ma + mb. 

{m. + n)a = ma + na. 

On exprime brièvement toutes cea conditions, en disant 
que : les U forment un système linéaire par rapport à 
r opération +. 

Si U est un système linéaire par rapport à 1' opéra- 
tion +, on pose, 

— a = {— l)a, a — b = a + {—b): 

et pour U oa & V algorithme algébrique des opérations 
somme, différence, produit par un nombre réel. 

Les vecteurs , les fonnalions gèoméiriques de Grassmann , les 
quaternions, les nombres complexes etc„ sont dea systèmes linéaires. 
Lee poinfj (regard es comme des formations de 1/ ordre de Grasshann), 
les nombres irrationnels, Ioe. rationnels non entiers, etc., ne sont 
pas des systèmes linéaires , parce que , la somme de deus points 
n' est pas un point , la somme de deoz irrationnels peut être un 
rationnel, etc. 



2. Dimensions d'un système linéaire. 

Les éléments «j , «g . . . «« du système linéaire U sont 
dit linéairement associés quand : il existe des nombres réels 
ipj , a*j . . . iT, , pas /OMS nuls, tels que 

cr^a^ + a-jOg -!-■■■+ i'^nW» = 0. 

On dira que le système U & n dimensions quand : il 

contient n éléments non linèai?^ement associés et n-\-\ 
éléments quelconques de U sont toujours linéairement as- 



Lea nombres réels, les vecteurs parallèles à une droite, . . . for- 
ment des sjrstèmes à une ditnension. Les vecteurs parallèles à un 
plan, les nombres complejies (a + y^lb),... forment des systè- 
mes à deux dimensions. Les vecteurs de l'espace forment un sys- 
tème & trois dimensions. Les qualeniions, les ft/rmes de 1' et de 
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gme oj.((^e (ie .Grabhmann forment des systèmes à quatre dimen- 
sions; Jes foiines de 2' ordre, forment ^eé eystème^ à six ditnen- 
sions; etc. "^ 

Si le système linéaire U a n dimensions et a„ag...a„ 
sont des éléments de U linéairement indépendants (c'est- 
à-dire ?ion linéairement associés) alors : a étant un élément 
qnelconqae de U, des nonibres œ^jCC^—^» (tous nuls seu- 
lement quand a = 0) sont déterminés, et d' une seule ma- 
nière, et tels que 

a = x^^a^ -4- irgOg + . . . + ir„a„ 



3. Opérateors. 

Si U, U' sont des systèmes quelconques d'éléments, on 
dira que x est un opérateur (ou symbole d« rooction) entre 
les U et les U', quand, a étant un élément quelconque de U, 

indique an élément déterminé de 6f, qui dépend de a et de *^ / 

r opérateur a. / / 

On comprend que U peut être, indifféremment, une ' 

classe formée par des éléments simples , on binaires , ou 
ternaires . . . , et ces éléments binaires , ternaires . . . 
peuvent être formés par des entités appartenant à une 
même classe ou à des classes diverses. On considère ainsi 
en général des fonctions d' une, de deux , de trois . . . va- 
riables. Si 1' élément a de U est , par ex., un élément bi- 
naire formé par la succession !ic,y, l'élément aa est indiqué 
par la notation habituelle a.{x,y). 

Nous mettrons toujours l'opérateur à gauche de l'élé- 
ment sur lequel il opère. En suivant Hamilton, Laqeange, 
ÂBEL, . . , nous écrivons simplement a.a et non a{a). 

Quand il n' est pas nécessaire d' indiquer explicite- 
ment le système U', on dira que a est un opérateur pour 
tes U. 

Si a,^ sont des opérateurs pour les U, on du'a que 
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(jaand, pour tin élément a quelconque de U, on a tonjours 

«a = pa. 

Si « est nn opérateur entre les U et les V et le ays- 
tème f/' a un élément nul (zéro) on dira aosaî qne 

quand, pour un a quelconque de U, 
aa = 0. 
Si a est un opérateur pour les V, et a, b sont des 
éléments de 17, alors 

a = b entraine «a ^ «ft. 

Dftna les mêmes hypothèses on dira que l'opérateur oc 
est réversible, quand 

«a = ut6 entraîne a^b. 

8i l'opérateur « entre les U et les f/' est réversible, 
par a-i noua indiquerons 1' opérateur inverse de a , c' est 
à dire l'opérateur entre les U' et les U tel que 

txa = a' entraine a.-^a' = a. 



4. Opérateurs linéaires. 

Si l^,U' sont des sj-stèmes linéaires, l'opérateur « entre 
les U et les U' s'appellera opérateur linéaire, quand 

a(a + 6) = «a + stô , a{>na) =• micm] 

c' est-à-dire , quand il est distributif par rapport à la ' 
somme , et comniutatif par rapport au produit par un 



Si M est un vecteur, m/\, mX sont des opérateurs linéaires, le 
premier eatre vecteurs et vecteurs, le second entre vecteurs et 
nombres; u+, u— sont aussi d«s opérateurs pour les vecteurs, mais 
Twn linéaires 

Un quaternion a n'est pas un opérateur linéaire pour toua les 
vecteurs, mais seulement pour les vecteurs d' un plan qui dépend 
de a; au contraire ol^* est un opérateur linéaire entre \ 
et quatemioua (Cfr. Eléinenls.... p. : 
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Oq a toujours xO = 0. 

Si U }fa, n dimensions, alors l'opérateur linéaire oc peut 
être individué en donnant n éléments Oi indépendants de U 
et les n éléments correspondants a'i de V. On pose 



a. Substitations. 

Si ?/ est un système linéaire, un opérateur linéaire 
entre les tJ et les U s' appellera aussi brièvement , sobstl- 
tation pour les U. 

Si, pour un moment, nous indiquons par 

mÇ)a {m fois a) 

le produit de l'élément a d» U par le nombre réel m, alors 
nous avous que 

mQ{a + 6) = mQa + mQb , mQ{na] = n{mQa) 

et par conséquent mÇ) est une substitution pour les U. 

En négligeant toujours le signe Q '^' opéi'atiou, il eu 
résulte que m, n'est pas seulement un nombre, mais aussi 
un opérateur linéaire; c'est-à-dire, comme l'on dit babi- 
tuellement: les nombres réels sont des substitutions pour 
un système linéaire quelconque. Il faut cependant observer 
que: ce n'est pas le nombre lui même, à la rigueur, qui 
est une substitution, mais le nombre suioi du signe (tou- 
jours sous entendu, même n'existant pas) d'opération ppo- 
doit par an nombre. 



6. Somme et produit d'opérateors linéaires. 

Soient U, V, U" des systèmes linéaires, x, ^ des opé- 
rateurs linéaires entre les U est les b", et y un opérateur 
linéaire entre les V et les U". Avec les notations 



! X avec p, 
7-a, produit (fonctionnel) de % par y, 
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nous indiquons l'opérateur, respectivement, entre les U et 
les V\ et entre les U et les U", tels que, a étant un élément 
arbitraire de U, 

{« + p)a = aa + pa 

(ya) a — y {««). 

On définit de la même manière la somme et le pro- 
duit de trois ou plus opérateurs linéaires. 

II est facile de prouver que : la somme et le produit 
des opérateurs linéaires sont encore des opérateurs liné- 
aires. 

La somme est commutative et associative. Le produit 
est toujours associatif et dtstribulif par rapport à l'ad- 
dition, 

r(«.+ W = y« + rP. 

mai il n'est pas, en général, commutatif. 

Si m est un nombre réel , alors, en vertu de ce que 
nous avons dit au n. 5 , les opérateurs ma, mm (toujours 
coincidants, •m%=a,m) sont aussi définis. 

Il en résulte aussitôt que : les opérateurs linéaires 
entre deux systèmes linéaires quelconques, forment, eux 
aussi, un système linéaire. 



7. Puissances des substitutions. 

Si se est une substitution (n. 5) pour les U on peut dé- 
finir les puissances de « comme on fait dans l' algèbre ; 
c' est-à-dire : 



Si a est réversible, on peut considérer auss 
sances négatives et poser 



On a toujo! 
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_ 7 — 
car le produit est associatif; mais en général, 

parce que la propriété commutative ne, subsiste pas. 

Si a,p sont des substitutions ré vers ibles pour les tj, on a U-jc 



8. Opérateurs linéaires alternés. 

Si 17, V sont des systèmes quelconques , on dira que 
a est un opérateur entre n-ples ordonnées des U et des 
V, quand : ayant fixé arbitrairement la 
a„ d'éléments de U, 

v.{a^,a^ a„) 

est un élément déterminé de l}\ qui dépend de la 6 
"sion a„ag ... a» et de l'operateur «. 

Si V,V sont des systèmes linéaires, on dira que a est 
un opérateur linéaire quand/ il est linéaire par rapport à 
chacune des variables a. ( 

Dans les mêmes hypothèses, a sera appelé opérateur 
linéaire alterné entre les n-ples ordonnées des U et des 
ïf, quand: a. est un opérateur linéaire tel que, flj, «g... a„ 
étant une succession arbitraire d'éléments de U, la fonction 



«(«i.ag On) 

change de signe, mais non de valeur absolue, en changeant 
de place deux éléments quelconques de la succession ; c'est- 
à-dire 

«(a, ... Or ■■■«»••■ On) = — a(«i . - . Oj . . . Or ■ ■ ■ fln} 



si /■ et s sont quelconques pourvu que r^s. 

On voit aussitôt, comme dans la théorie des détermi- 
nants, que : 

Si dans la succession a, il y a deux éléments égaux, 
ou l'un multiple de l'autre, alors 

«(«1, «g, a„) = 



-K 
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Si les éléments Or sont exprimés linéairement moyen- 
nant les élémeuts b. 

Or = mr,b, + nirtbg + . . . + m™6„ {r=:l,%..., n) 

et M est le détenainant formé avec les ntr,, alot^ 

«(a,, Og . . . Ob) = M.et{b^,bf . . . &«). 

9' Opérateurs linéaires alternés poor denx on trois 
vecteurs. 

Dans la théorie des Homographies cectorielles les théo- 
rèmes qni suivent ont une grande importance. Va qu' ils 
sont pea connus, noas allons les démontrer complètement. 

Theokéue 1" — Si l'opérateur linéaire alterné a trans- 
forme lies couples de vecteurs en éléments d'un système li- 
néaire U', alors ; il earisle un seul opérateur linéaire Ô, fonc- 
tion seulement de a., entre les vecteurs et les V, tel que 
de quelque manière que l'on fixe les vecteurs x,y on a 
toujours 

Dém. — Si a, 6 sont des vecteurs, démontrona que de x /\p 
=«/\6onao(a!, tf) = a(a, fr). Cela est d'abord vrai poura; Aff=0^ 
Quand x/\ V^O, alors on peut exprimer xeiy linéairement moyen- 
nant a et b, parce qae les quatre vecteurs sont dans un même 
plac ; le déterminant des coefficienta vaut 1 , car x/\y = a/\i; 
par conséquent (n. 8), a(a: , y) = o(« , 6), De cela il dérive que 
a(x , y) est une fonction de x f\y , c' est à dire : U existe un opé- 
rateur p tel que 

o.(jM>,y) = ^{x/\y). 
L'opérateur p est unique, car de 

--,a(*,î,) = P(a.Aff) = P'(^Aff) 
il dérive (P —P')ix/\y) = 0; égalité qui , puisque x f\y est arbi- 
traire, donne (n. 8), p = p'. 

L'opérateur p est aussi linéaire. En effet : Si m, w sont des vec- 
teurs flséa arbitrairement , on peut poser , et d' une infinité de 
manières, u = ai f\y,v = x f\z et on a: 

p (« + r) = p [iT A (» + *)] = a (a;, î/ + «) = a {x, y) + a. {x, z) = 

- P («^ A y) + P («^ A «) = P « + P *> 

p (>««) = p{mx/\y)=<i. {mx, v) = ma{x,y) = m pu. 
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Lekke. — Si a. est un opérateur linéaire entre vec- 
teurs et nombres, il existe alors un seul vecteur u, fonc- j 
tion seulement de a, tel que n4^^*^'^ 

. = «x " -^ 

Dém. — Soient a, b, c, des vecteurs unitaires deux à deux or- 
thogonaux, arbitraires, et posons, puisque aa,ab,ac sont des nom- 
bres, 

u = a a. a + ab. b + a c. c; 
On a de suite 

«X<»=^oŒi u'X^b=a.b, u'X.c=ac. 
Si maintenant x est un vecteur arbitraire on a 
X =^ ma + nb + pc ; 

en multipliant les égalités précédentes par m, n, p et en les ajou- 
tait on a 



Il esiste donc un vecteur « tel que a = «X- I' ^^t unique 
puisque aa; = MX«' = **'XiK entraînent («'■— m)X'c = qui, 
puisque x est arbitraire, donne précisément ur=u'. 

Thsobème 2" — Si l'opérateur linéaire alterné « Ut^htZtf 
transforme des couples de vecteurs en nombres, alors: il ' 

existe un seul vecteur u, fonction de « seulement, tel que, 
si iC, y sont des vecteurs arbitraires, 

a{x,y)~u XX /\ y. 

Dém. — Des hypothèses et du théorème 1^ il résulte qu' il 
existe l'opérateur linéaire p tel que a (x, v) = P(x /\y); du Lemme 
il résulte qu' on peut , et d' une seule manière , poser p sous la 
forme u X- P'ti' conséquent le théorème est démontré. 

Thbobéue 3° — Si l'opérateur linéaire alterné a. trans- U^^k'U^ 
forme des ternes ordonnées de vecteurs en éléments d' un ' 

système linéaire V, alors : il ecciste un seul élément a' de 
U', fonction de « seulement , tel que , si x , y . g sont des 
vecteurs arbitraires, on a toujours 



<^, v,«) = xxv A^ 
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Dém. — En opérant comme dans le Théor. 1", on démontre que 
a(a!,y,a) = p(«X»A*). 
avec P opérateur linéaire. Ifais » X P A * ^^^ i^i nombre , c'eat-à- 
dire nn élément d'un système à une dimension, et par conséquent 
PCi" X ff A *) ^'^'^ ^^'■6 1® produit de xy^y f\s par un élément a' 
de t/'. 

L'élément a' est unique uar de 

a(a;, V, «) = ït X » A «-o' = a; X W A *■*' 
on a xy!.y /\z.{a' — 6')=0, qui donne a'=b', devant aussi valoir 

sixX»A«7^0- ^^ "" '" 
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CHAPITRE I. 

HOMOGRAPHIES YECTORIELLES 

§ 1. Généralités sur les homographies. 

1. Définition d' homograpliie vectorielle. 

NonB appellerons homographies vectorielles , ou sim- 
plement homographies , les suhstitutionn pour les vecleurs 
(de l'espace), c'est-à-dire les opérateurs linéaires qui 
transforment des vecteurs en vecteurs. 

Les vecteurs formant nn système linéaire à troia di- 
meusions, il est évident que : chaque homographie trans- 
forme des vecteurs parallèles à un même plan (linéairement 
associés) en des vecteurs parallèles à un même plan ; et en 
outre : chaque homographie peut être individuèe en don- 
nant les correspondants de trois vecteurs non parallèles 
à un même plan (c. à. d. linèaireinent indépendants)- 

En particulier, la multiplication par un nombre réel 
est une homograpliie ; ou brièvement, comme on dit d'ordi- 
naire, quoique inexactement, (Int. n. 6), chaque nombre réel 
est une homographie. 

2. flomographies propres et homographies singulières. 

Une homographie qui transforme des vecteurs non 
parallèles à ou même plan en d' autres vecteurs non pa- 
rallèles à nn même plan s' appelle homographie propre. 
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On appellera homographie singulière toute homographie 
qui n'est pas propre, c'est-à-dire telle qu' il existe au moins 
trois -vecteurs non parallèles à un même plan qui sont 
transformés par elle en vecteurs parallèles à un même plan. 

Une homographie singulière transforme un groupe 
quelconque de vecteut^s non parallèles à un même plan, 
en vecteurs parallèles à un même plan (ou parallèles 
entre eux, ce qui est compris). 

Dém. — Si a est une homographie singulière, alors , par défi- 
nition , il existe des vecteurs non complanaires a, b, c tels que 
a.a,ab,a.c sont complanaires. Si maintenant x, y, z sont des vec- 
teurs non parallèles à un même plan, on les esprime linéairement 
moyennant a, A, c, et on appelle D le déterminant des coefficients, 
on a 

(aa.)X(«tf)A«« = B. (a«)XCa6)A°« = 
et par conséquent a. x, a y, a z sont toujours parallèles à un même 
plan, c. q. f. d. 

On a ainsi que : Pour qu' une homographie a. soit 
l est nécessaire et suffisant qu' elle transforme 
trois vecteurs non complanaires en vecteurs aussi ^"Twzk, 
complanaires. 

Un critérium pratiquement utile pour reconnaître si 
une homographie est singulière ou non , nous est fourni 
par le théorème suivant : 

U homographie a. est singulière , seulement quand il 
ea-iste , au moins, un vecteur u qui n'est pas nul et tel 
que nu = 0. 

Dém. — Si a est une homographie singulière et les vecteurs 
a, 6, c ne sont pas dans un même plan, alors a <», a &, a c sont dans 
un même plan, c'est-à-dire qu'il existe des nombres, pas tous nuls, 
"1, n, p pour lesquels 

m(a a) + «(« fr) + p(a c) = a(/tt« + «fr +pc) = ; 
il existe donc, au moins, le vecteur, non nul, 

u = ma + T^+pc 
tel que a w = 0, 

Viceversa. Si lorsque «7^0 on a om=0, alors les vecteurs u,v, 
■w, qui ne sont pas dans un même plan, sont transformés par a 
dans les vecteurs 0, a.v, a.w qui sont dans un même plan et par 
conséquent a est une homographie singulière. 
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1 II est ensuite évident que : les homographies propres . 

I sont toujours rè oersible s et les homographies singulières /'•* 
/ ne sont pas réversibles. ' 

Il est utile d' observer que : les nombres réels qui ne 
sont pas nuls, sont des homographies propres. 



3. Directions doubles. 

Une direction est appellée double, ou aniei par rapport 
à 1' homographie a quand : u étaut un vecteur , qui n* est 
'pas nul , parallèle à cette direction , au est un multiple 
de '«, c'est-à-dire 



m étant un nombre réel, y compris Je zéro. 

Chaque homographie admet toujours, au moins, une 
direction double. 



Dém. — Si a,b,c sont des vecteurs, tels que ay,b f\c=-l, et 
X est un nombre réel, l' équation 

est de troisième degré en .r, et elle admet, par conséquent, une 
racine réelle — m. De (a) il résulte que a ^ tx est une homographie 
singulière et par conséquent (n. 2) il existe au moins un vecteur 
«^éO tel que 

(a — m)u = , c' est à dire tel que , ait = mu. 



§ 2. Homographies simples. 

4. Homothéties vectorielles (Nombres réels). /itAli»ft- ^^^**-'f**y^ 

Nous dirons que « est une homothétle vectorielle, quand 
il existe un nombre réel m tel que , x étant un vecteur 
arbitraire, 

[11 **; = mx 
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Si nous convenons d' écrire, pour an moment et poar 
donner an exemple , mQnc au lieu de mx (Int. n. 6) , od 
niQ) signifie " m fois „, alors de [1] il résulte 

e' est-à-dire : une homolhétie vectorielle est C opérateur 
que Von obtient en faisant suivre un nombre -réel du si- 
gne O) 11' 01 peut lire " fois „. Mais ayant* convenu , 
comme on fait en général , de ne pas faire usage du 
signe Ç) , signe d'opération du produit par un nombre, 
d© [1] il résulte 



c' est-à-dire qp.e : homothétie vectorielle et nombre réel c'est 
la même chose. Or cqja n' est certes pas exact ; mais on 
eu fait tellement usage , que nons aussi nous ne ferons , 
d' ordinaire, pas de distinction entre homothétie vectorielle 
et nombre réel. Il est cependant nécessaire d'observer 
que cette distinction existe, et dans certains cas on devra 
en tenir compte ; et précisément dans ces cas dans lesquels 
l'identité entre deux éléments d'espèce différente peut con- 
duire à des absurdes {*). 

Pour une homothétie vectorielle quelconque , chaque 
direction est évidemment double (n, 3) ; mais la propriété 
inverse subsiste aussi. 

Les homographies vectorielles pour lesquelles chaque 
direction est double, ce sont toutes , et seulement , les ko- 
mothêties vectorielles, c' est- à -dire les nombres reèls. 

Dém, — Soit a une homographie pour la quelle chaque direc- 
tion est double. Si a,& sont des vecteurs non parallèles, on doit 
avoir 



(*) L' identitication , a« moins formelle , des nombres réels avec 
les homographies, ne produit pas les graves inconvénients auxquels 
porte l'identification absolue des Tectenra aux qnateralons droits comme 
elle est faite par les modernes quaternionistes qui ont exclu les opé- 
rateurs ncéessaires 1,X~^ de Hauilton. f- ,-- 
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et pour un vecteur x = ha + liA, dans un même plan avec a et ft, 
on doit ans si avoir 

eue =piK, c' eetnà-dire, hma + ftnfr = hpa + kp6, 
et, en conséquence, 

ti{m—p)a + k(n—p) 6 = 
laquelle donne, a et 6 n'étant pas parallèles, 

h{m—p) = 0, k(n—p) = 0; 
mais celles-ci doivent valoir h et k étant arbitraires, et ainsi on 

Il en résulte que si x est un vecteur arbitraire, qui se trouve 
on non dans un même plan avec a et 6 (dans ce dernier cas on 
répète pour a et a; le raisonnement précédent), on a toujours 
asx: = mx, c. à. d. (Int. n. S) a = »i. 

D est évident que : les nombres réels (homothéties vec- 
torielles) qui ne sont pas nuls, sont des homographies pro- 
pres, tandis que le zéro est, parmi les nombres, la seule 
hoinographie singulière. 

Il est clair aussi que : les homothéties vectorielles {ou 
nombres réels) forment un système linéaire d'homogra- 
phies. 



5. Homograplnes axiales. 

Nous dirons que a est une hoBlO|{raphie axiale (*) quand 
il existe un vecteur u tel que 

« = wA . 

c.à.d. tel que ,' de quelque manière que l' on fixe le vec- 
teur X, 



stx = u/\x (** 



(*) QiBBS a considéré dea dyadiea " anti-sélf-conjugate „ qui cor 
reepoadent à notre homographie axiale. [(Bibliographie II , n. 7) 
art. 112]. 

(••) Oonune correepondante de la [1] dn n. 7 on a l' identité 
aï X «W +V X '^w^ = 0, ou l' équivalent* te X ("^ = 
a; et y étant dea vecteurs aibitraiïes. 
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n ©et évident que l' homographie «/\ transforme «n 
■eecleur quelconque dans un vecteur normal à M, et ainsi : 
les homographies axiales sont des homographies singulières. 

Pour les homographies axiales nulles, on pour l'égalité 
des mêmes homographies on a le théorème : 

Si u et V sont des eecteurs on a 

i u/\ '= seulement lorsque « = 
( u/\=v/\ seulement lorsque « = 1». 

Déin. — En effet on a 

«Aa' = 0, ou uA'r = v/\x, 
étant un vecteur arbitraire seulement lorsque w = ou u^v. 



n 



Si « est une homographie axiale, le vecteur u tel que 
a =3 u^ est unique, comuie il résulte de la seconde des [1). 
Le vecteur tt, qui est fonction seulement de a, peut s'ap- 
peler axe de «. 

Si u,v font d£s vecteurs et m est un nombre réel, on a 

[2] «A + «A =■ (« + »')A: in{u^) = (mu)/\, 

desquelles il résulte que : les homographies axiales forment 
un système linéaire , c' eat-à-dire : si st, B sont des homo- 
graphies axiales et m est un nombre réel, a.-\-B el ma. 
sont aussi de)ihomagraphies axiales. 

Dém. — Si « est un vecteur arbitraire on a: 

(«A + "A)* = «A*» + v^x. = (w + p)A* = [(« + «)N(^ 

[m(«A)>K = m{Hf\ar) = (mu)/\ie = [(mu)/\lft. 
qui démontrent les [2]. 



Les homographies axiales , c' est-à,-dire de la forme u/\ , sont , 
comme noua le verrons , d' un usage constant dans les applicatioas.'''^ 
La notation simple et claire dont nous faisons usage, est ane consé- 
quence immédiate da symbole f\ ^'opération pour le produit vectoriel. 
Quand pour le produit vectoriel on fait usage du sy>nbole de fonction, 
comme \{u,v) , [mw] , \{uv) , alors il est impossible de faire usage , 
pour les homographies axiales, d'une notation simple et sujette aux 
lois déjà connues du calcul vectoriel et fonotionneL (Voir App. I). 
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Il n'y a que l'omograpfiie nulle (le zéro) qui soit, à 
la fois, un nombre réel (une hom.otfie.tie veclorielle) et une 
homographie axiale {*). 

Dém. — Pour que a = M/\ soit un nombre, il est nécessaire et 
aafflsant (n. 4) qu' on ait 

a>Aox = «:A{u/\x) = 
quel que soit le vecteur x. On doit avoir ainsi, lorsque x^O, u/\x 
on nul ou parallèle à x ; mais uf\x est ou nul on normal à ic et 
par conséquent u/\x=0 quel que soit x, c. à à. m = ou o = 0. 



6. Dyades. 

Si M, tr sont des vecteurs, l'opérateur a, enti'e vecteurs 
et vecteurs, défini en posaut 

(a) xx=u X ic-f , 

X étant un vecteor arbitraire, est une homographie, puisque, 

comme ou le voit aussitôt, 

«(i* + y) = «« + «!/i a,{mx) = m{!x.x). 
L'opérateur a défini par la (a), et qui est une fonction 
de M et f, dans cet ordre, nous l'appellerons dyade déter- 
minée par la succession u, v et nous l'indiquerons par la 
notation 

H(M,W) (**). 

Daaa d' autres termes , par la notation H(it , v) nous 
indiquons l' homographie telle que , œ étant un vecteur 
arbitraire, 

[1] H(m, f) x ^ m X i"- f ■ 



J 



(*) SouB une autre forme : Si l'itomographie a est un nombre et si 
elle est une homographie inciaîe, alors a ^ 0. 

("•) En hommage à Gibbs noue appelons Dyade V homographie 
H(m,w) individuée par les vecteurs u,v dans Vordre u,v. la. définition 
de Dyade et de Dyadique est donnée par &ibbs d'une manière si incer- 
taine , qu' il n' est pas possible d' affinner si notre sjTnbole , défini 
exactement, H{w,w), correspond à 

{VU)X OMk vu 

de GiBBS (Bibliographie, n. 18). 
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La dyade H(îf, v) trausforme un vecteur quelconque 
en nn multiple de v et par conséquent ; les dyades sont 
des homographies singulières. 

Si u, V sont des vecteurs on a 

[2] H{m, r) = 

seulement lorsque 

[2'] u=0 ou v = 0. 

Dém. — On a (Int. n. 3) H(m,*') = aeuleinent lorsque, x étant 
un vecteur arbitraire, 

ce qui est vérifié lorsque v = 0, ou lorsque u'X_x:^0 quel que 
soit X, c. à d. quand u ^ 0. 

Si U, V, a, b sont des vecteurs qui ne sont pas nuls on a 

[3] H(m, v) = H{ffl, b) 

seulement lorsqu' il existe un nombre réel m, qui n'est 
pas nul et tel que 

[3 ] « = mu et v = mb. 

Dém. ^ La [3] est vraie senlement lorsque, x étant un vecteur 
arbitraire, 

<a} M X «- V = « X «■ ft 

qui donne précisément 

Cette valeur de v substituée dans la (a) donne {mu) X* = a%x 
qui, étant vraie quel que soit x, donne 



Si U, V, w sont des vecteurs et m est un nombre réel 
on a: 

[4] H(m + v,w] = H(î*, w) + H{ïf, w) 

[5] H(i*, v + w) = HtM, V) 4- H(M, w) 

[6] H(ï«M, V) = H(m, mv) = >hH(«, v). 
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Sém. — 8i.»t est un vecteur la [I] donne 

H(u + .,,«,)» = (« + V) X «■•" = •« X a!-» + » X a!" = 
= [H(«,«.) + H(»,«,)]« 

qui démontre les [i]. On a les deux autres formules d'une manière 
analogue. 

Si i, j, & est un système orthogonal dextrorsum et a 
est une homographie quelconque, on a l' identité 

[7] OL = n{i,xi) + H( J,sy ) + Jîik,xk), 

qui, BÎ et = 1, donne 

[8] . H(i,i)+H(iJ) + H(ft,fc) = l. 

Dém. — En appliquant a aux deus membres de l'identité 

ax=a;X<-«ri + - ■ - - | H(<,ai) + . . .\x, 
qui, X étant un vecteur arbitraire, démontre la formule [7]. 

La somme de deux dyades n'est pas nécessairement 
une dyade. Par conséquent : les dyades ne forment pas un 
système linéaire (*}. 

Dém. — Si M, V, a, b sont des vecteura et v, b ne sont pas 
parallèles, alors 

[H(«,r) + H(«,6)] a; = « X ic.r + « X ^à 

est un vecteur complanaire avec v et 6, mais dont la direction 
varie avec x. Si maintenant a est une dyade, il resuite de [IJ que 
air a une direction indépendante de x ; par conséquent, dans les 
hypothèses que nous avons faites , H[«,«) + H(a,6) n' est pas une 
dyade. 



(*) GiBBS obtient l'homographie générale comme somme de trois 
dyades (voir formule [7]) ; c' est-à-djre il obtient un système litiéaire 
au moyen d' un .système non linéaire. De li dérivent les complioa- 
tiona dn calcul de Gibbs et sa dépendance nécessaire d' éléments 
dont on ne feit pas usage dans notre livre. 
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X il n'y a que l'omograpMe nulle [le zéro) qui soit, en 

même temps, un nombre et une dyade, et qui soit en même 
temps une homographie axiale et une dyade. 

Dém. — Soit a=iH(«,»)). Pour que a Boit un nombre ou une 
homographie axiale il est nécessaire que, si x est arbitraire, on 
ait, respecti veinent, 

xf\aa> = Q, ou «Xoa'^O, 

ou, ce qui est la même chose, étant ax =: u X <*>-^> 

u')ixjxf\v = 0, ou mX*!-3'X*' = 0; 

mais une quelconque (ie ces formules est vérifiée, si x est arbitraire, 
seulement lorsque M=0, ou lorsque t'=0 ; on doit donc avoir a=0. 



7. Dilatations. 

KoDS dirons que l' homographie a est une dilatation 
quand, x,y étant deux vecteurs fixés arbitrairement, on 
a toujours 

[1] ir X «î/ = î/ X ««■ 

Pour que V homographie œ soit une dilatation il est 
nécessaire et suffisant que la [1] soit vérifiée pour les 
couples de oectews qu'on tire d'une terne u, v, w, ficcée 
arbitrairement, de vecteurs qui ne sont pas parallèles à 
un inême plan. 

Dém. — Exprimons x,y linéairement moyennant UyV,w, la [1] 
est alors vraie seulement lorsque « X «"' = *" X "" «te comme on 
peut facilement vérifier. 

Tout nombre réel (Int. n. 6) est une dilatation. 

Dém. — S\ m est un nombre on a toujours 
xy,my=y)><,mx. 

Les dilatations formant un systèm,e linéaire. G' eat-à- 
dire : si «,^ sont des dilatations et m est un nombre réel, 
a-\-P et ma sont aussi des dilatations. 
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Dém. — Des hypothèses et de la [1] on a 

s» X {may) = m(ic X «ff) = ""(j/ X <«r) = tf X ("îo)* 
qui, par la [I], déiuontrent le théorème. 

Si X est une dilatation, il ecriste au moins un système 
orthogonal ilextroi'sum i,j, k et des nombres réels m, n,p 

(le zéro non exclu) tels que 

(91 « = 1'"'*' "■^' f^\ 

Les directions des vecteurs i,J,h {qui sont des fonc- 
tions de a) sont doubles pour a et ou les appelle aussi 
directions principales de la dilatation a (*). 

Dém. — Bu n. 3 il résulte qu'il existe un vecteur (unitaire) i 
tel que 
(a) ai = mi. 

Si X est nn vecteur normal à i, xy^i — O, on aura bubsI 
ic X fi» = et par la [1] , < X »* = 0. C est-à-dire : a li-ansfonne 
des vecteurs nwmaux à t en des vecteurs aussi normaux à i. 

L' opérateur vectoriel p, obtenu, quand ai est un vecteur arbi- 
traire, en posant 

(6) p<c=^iAax (Ofr. n. 23) 

est une homographie, car il est facile de voir que 
fi(x + v)=px + ^», p{mjt) = m(px). 

Si dans la ('/) nous mettons px à la place de a:: on a 
P'9, = <A»P'B 



(*) On doit cependant obaervBr que taudis que les directions des 
vecteurs i,J, k sont des Tonetlons de a, les vendeurs i,J, k et les nombres 
rn, n,p ne sont pas des fonctions de a. En effet les ternes 
*>J,k; i,—J,-k; -i,j,-k; -i,-J,k 



donneat, moyennant la [2], a même. La référence auic directions prin- 
cipales (cfr, aueei n. 18 , directions principales pour une homographie 
générale) n'est donc pas une opération totalement intrinsèque et son 
usage systématique conduirait à des complications inutiles comme 
avec les coordonnées. 
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et par conséquent, daus l'hypothèse ty^xssO, on a de la [1] et de 
1. (S) 

ce qni prouve que (n. 4) ; P' est, dans le champ des vecteurs nor- 
maux à i, un nombre , et, en conséquence : p es( , dans le même 
champ, une IstoIdUos. 

Mais si, dans le champ considéré, p est nne involution, il existe 
des vecteurs J, fc, qui avec i forment le système orthogonal etc., 
tels que 
(c) ft/ = nfc, p& = -jtf. 

Si (c est normal à i, en multipliant la (6) vectoriellement par 

et par conséquent, par les (c), 

aj = nj, afc^pk 
qui, avec la (a), démontrent le théorème. 

Il est évident qae : une homographie de la forme [2] 
aoec i,J, k système orthogonal, est toujours une dilatation, 
paisque la [1] est vraie pour deux quelconques des vec- 
teurs i, j, h. 

La seule homographie nulle (le zéro) est à la fois une 
homographie axiale et une dilatation (*). 

Les homographies qui sont en même temps des dyades 
et des dilatations , ce sont toutes et seulement les dyades 
déterminées par deu.r vecteurs parallèles. 

Dém. — Si a est une dilatation on a, ic, y étant des vecteurs 
arbitraires, 
(a) yX«^-^'A^V = 0. 

Si a = i*/\ la (a) donne; 

yX"Aa;-a'X«Ay = 2«X»'Aï' = 
qui donne, x f\y étant arbitraire, m = c. à d., a ^= 0. 

Si a = H(m,«), la (a) donne : 

mXx-wXw- «XW-ï'Xa' = («A*)X(3:'Atf} = 
et, xf\y étant arbitraire, on a «A" = , c. à d. , o est une dyade 
déterminée par deux vecteurs parallèles. 



(*) SouB une autre forme : Si l' homographie 
ie axiale et une dilatation, alors a =; 0. 
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g 3. Généralités sur les opérateurs fondamentaux 
pour les homographies. 



8. Définitions des opérateurs I, V, B, K, G. 

Soit a tine homographie quelconque. 

Nous appellerons premier , second , troisième invariant 

de a, et noua les indiquerons par les notations 

I,. V V, 

lea nombre/! réels qui, avec u,v,W vecteurs arbitraires, aa- 
fciafont aux conditions suivantes : 

fMA^XtO. l39; = (a«}AMX«W. 
Noua appellerons vecteur de », et nous l' indiquerons 
par la notation 

Va, 

le vecteur qui, avec u,v vecteurs arbitraires, satisfait à la 

condition 

[2] 2V* X «A« = V X *■« — *« X «V (*). 

Nous appellerons dilatation de a, coninguée de «, cy- y'i /< 

clique de «, et nous les indiquerons par les notations ^Vc -' ./ 

Dît, Ka, Ca, /- ././; 

les homographies définies en posant 

i3] Da = a-V^A 

[4] Ka = Da-V«A (**) 

[6] Ca = V-a. 



(•) On peut écrire VaX» ou VaA* «" 'ieu de (Vo)XiC, (Va)A!C ; 
car les notationa V(a X «). V(a/\a;) n'ont pas de signification, vu que 
a X * et a/\x n' en ont pas. 

(**) La notation Ya/\ peut remplacer (Va)A, homùgr. axiale dont 
Va esi r <Kce, car la notation V(a/\) n' a pas de signification, vu que 
a,/\ n'en a pas. 
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Nous écrirons tonjours 
Dau, Kau, CixM, au Heu de (Da)M, (Kct)M, (Ca)w, 

u étant un vecteur arbitraire. 

Il faut demoutrer que les opérateurs ci-dessua définia 
produisent réellement des éléments fonctions de a univo- 
qaement déterminés ; c. à d. : 

Si a. est une homographie, alors: I,* , I^a , 13a sont 
des Qttmbres , V« est un veetenr, D«, Ka, C« sont des ho- 
mographies , fondions de a. seulement , et univoquement 
déterminées. 

Déni. — Les seconds membres des [1] sont des fonctions al- 
f>t H ternées des vecteurs m, v, w. Par conséquent (Int. n. 9, Théor. 3"} 
ils sont les produits de u/\vy(w par des nombres, déterminés uni- 
voquement (les nombres I,a., Ijo, Ijo) , indépendants de «, v, w et 
par conséquent des fonctions de a seulement. 
y»^9 De même pour le Va, déftni par la [2], en vertu du Théor. 2" 

/ ' du n. 9 de l' Intr. 

A la suite des choses que nous venons de dire lea [3], [i], [5] 
démontrent le théorème pour Da, Ko, Ca, 

H résulte de ce que nous venons de démontrer , et il 
est nécessaire de l' avoir bien présent, que I, , Ij , I3 , V, 
D , K , C sont des opérateurs pour les homographies et 
précisément : 

I, , I2 , I3 sont des opérateurs entre les homographies et 
les nombres; 

V est un opérateur entre les homographies et 

les vecteurs ; 

D , K , C sont des opéi^ateurs entre les homographies et 
les homographies. 



9. Décompo^tion d'une homographie. 

Commençons par observer que : 

Quelle que soit l'homographie «, l' homographie Doc 

est une dilatation. 
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Dém. ~ Rappelons que , par définition , Da = a — Va/\- Alors 
en appliquant la [2] do n. 8 on a : 

»X Daw - wXDo» = vX o« - «X»* - î «X VaA« - "X VaAv | = 
2YaXuAv-\YaXu/\v + Y<xXu/\v\ = 

et par conaéqueut, par la [1] du n. 7, Da est une dilatation. 

Une homographie quelconque peut toujours, et d'une 
seule manière , se réduire à la somme d' une dilata- 
tion avec une homographie axiale. Les formules qui réa- 
lisent cette décomposition pour l' homographie a et pour 
sa conjuguée sont les foi-mules déjà connues, 

[2] K« = Da — Va/\. '• 

Dém. — La [I] déjà établie (n. 8, [3]) prouve que la décomposi- 
tion de a peut se faire d'une manière au moins. Si p est une dila- 
tation et Y est une homographie axiale telles que 

« = P+Y, 
alors de la [1] on a 

Da — p = Y — Ya/\ ; 

mais Du — p est une dilatation (n. 7) et y — Va/\ est une homo- 
graphie axiale (n. 5) et puisque (n. 7, avant dernier théorème) seu- 
lement le zéro est à la fois une homographie axiale et une dilata- 
tion, ou a que 

Da = p et Y = Va/\, 

c'est-à-dire que la décomposition de a peut se faire en une seule 
manière. 

Il est ainsi démontré que même Ka peut se décomposer en 
une seule manière, et puisque Da et — Va/\ sont, respectivement 
une dilatation et une homographie axiale , la [2] réalise 1' unique 
décomposition de Ko. 

Les deux théorèmes précédents justifient la dénomina- 
tion de dilatation de a donnée à D«, puisque Da n'est pas 
seulement une dilatation, mais elle est l'unique partie de 
ce qui soit une dilatation et une fonction de « seulement. 

Les critériums suivants , qui se déduisent aussitôt du 
théorème précédent,- sont très importants en pratique pour 
rectfnnaître si 1' homographie a est une dilatation ou une 
homographie asjale. 
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.„.(« est une dilatation seulement lorsque Va=0 

' 'U „ dilatation „ K«=« 

,..(11 est une homographie axiale seulement lorsque Da^) 

'■ '(* „ homographie actiale „ Kix= — a. 

Il importe ensuite d' observer que 
[6] a ^ seulement lorsque Da = et Va = 0. 

Dém. — De la [I] i! résulte que a = Henlement lorsque 
Da = — VaA 
mais Ba est une dilatatioo , ¥a/\ est une homographie axiale les- 
quelles, ainsi que nous l'avons déjà vu (n. 7 avant dernier théor.), 
sont égales seulement lorsque les deus homographies sont nulles. 

10. opérateurs linéaires (I, , V, D , K , C) et réver- 
sibles {K , 0). 

Les opèiateurs 'I^, V, D, K, C sont linéaires. C'est-à- 
dire : Si « est un e homographie et m un nombre réel, 

|ï^{a + [i) = Ii<x -l- I,[i, I,(ni«) = ml,« 

V{« + p) = Va + Vp, \(ma.) = «iV« 

D(<. + p) = Da + Dli, D(w-«x) = nîD* 

K(a + p) = Ka+ Kp, K(ma) = mKa 

C(â + fi) = C« + Cp, C(»Ha} = mC«. 

Béni. — Bans la première des [1] du n. B les vecteurs au, av, 
aw a[>paraissent dans nu seul facteur des produits mixtes ; cela dé- 
montre les [1] pour l'I,. 

Pour démontrer les autres, il suffit d' observer que 

2V(o + p)X«A*' = ''X(''+P)«-«X(« + P>' 

= (wX««-»X«'') + ^*XP«-tfXP«') 
= 2(Va-|-Vp)X«A«; 

D(a + p) = a + p -V(a -|- p)A= (a - VaA) -|- (P - VPA) = Da -|- Dp ; 

etc. etc. 

Les opérateurs G , K sont réoersibles- C est-à-dire : 
Si a, p sont des homographies on a 

i Kx =: Kp seulement lorsque a = p 
'''' j C. = Cfl , x_(i. 
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Dém. ~ n est évident — ainsi qne pour chaque opérateur ~, 
qne de a = fl on a Ko = Kp et Oa = Cp. 
Si Ka=Kp on a, des [1], 

= KCa - P) = D(« - P) - V{a - p)A 

et par conséquent (n. 9, ]5] ; n. 10, [1]) 

a^P = c'est-à-dire a=p. 

Si Ca = Cp alors I,(a — p) = a — p , c' estrà-dire a — p est un 
nombre; mais de la [1] du n. 8 on a aussitôt I,m^Sin, c'est-à- 
dire Ii(a — P) = 3(a — P) et par conséquent de 3(o — p) = a — p il 
résulte a - p = c. à d. a = p. 

Il importe d' observer que : len opérateurs I^, I^ ne 
sont pas linéaires, et qae : les opérateurs Ij, I^, I3, V, D 
ne sont pas réversibles. 

Notons les formules importantes 

[3] Ig(ma) = mV. Umo.]=^m%<^. 



II. Calcal des invariants et du vertenr d'une homo- 
graphie. 

Les invariants et le vecteur d'une homographie quel- 
conque a se calculent facilement , lorsqu' on connaît les 
vecteurs que l'on obtient en appliquant a à trois vecteurs 
il, V, w non parallèles à un même plan, ou, en particulier, 
aax trois vecteurs d'un système orthogonal dextrorsum i, 
j, k, comme il résulte des formules suivantes : 

' _ vf\w'X,e>.u + w/\uX''^v-\-uf\v')<,o.w 

* ttf\v X w 



I,« 



m/\ y X w 



1 Ii« = 'f X«i+iX«/ + fcXafe 
(1'] V = («/}A(**) X i + {^Ji)Mxi) Xj->r (=^*)A(v) X Ji 

\ i3« = M)A(v)x«ft 
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\ivAtv)/\xu-\~{w/\u)/\<iv+{u/\v)/\a.w\ 



1 



tt/\vXw 

|2'] 2V« = /A«*+^A=y + fcA**' 

" (fc X 01/ -i X «*}<+... + . . . 

Dém. — Od obtiect aussitât les [1] des [1] du n. 8. En posant, 
dans les [1], i, J, k k la place de u, v, w on obtient les [!'], 

Ecrivons les identités [2] du n. 8 pour les couples v,w, iv,u; 
u, V. De celles-ci et des identités connues 

X = \xXt•^■w.u + ... + .. .\i{u/\vX«>) 
(af\b)/\c = a X cA - » X c.« 
on obtient les [2], desquelles on a les [2'] en mettant i,J, k k la 
place de m, v, w. 

Il importe d'observer que, tandis que les [1], [1'] sont 
très atiles pour le calcul des invariants , on calcule pins 
rapidement le vecteur de k en appliquant la |2] du n. 8 
qui définit Va. 



12. Opérateurs fondamentaux appliqués aux homo^a- 
phîes simples. 

Dans les formules suivantes : m , n , p sont des nom- 
bres réels ; u , il sont des vecteurs ; 1 , ^ , fc est un sys- 
tème unitaire orthogonal destrorsum : 



[11 



IjîM = 3m , \m = 3m', I^m = m' 
Vm = , Dm = m , Km = m 

i,(»A)-o. i,(mA)-«'. Ij1«A)-o 
vt«A)-«, D{u/\)~o, KfitAl «A 

I,H(M,t>) — uxv, I,H(u,v) — , i,B{u,v) — 
2VH{M,i>) — M A» 
2DH(«,D) — H(««,ti) + H(i>,M) 
KHCM,t>) = H{v,u) 
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, _ (mi, nj, vTc\ 

Pour .= (^. ^^■^.''^I on. 

( Va=0, D« = a, Ka==a 

Nous n'avons pas écrit lea fornmles relatives à l'opéra- 
teur G parce qu'elles se déduisent immédiatement de celles 
que nous avons données, en se rappelant que 
C« = I,« - «. 

Dém. [1] — Les quatre premières résultent aussitôt des [IQ, 
[2'] du n. 11. Les deux autres résultent des [1], [2] du n. 9. 

Dém. [2] — Fixons u , v , w, terne orthogonale telle que 
m/\wXm'=1 *'t posons a — u/\. H résulte alors aussitôt que av 
et au> sont parallèles à w et à v et que ou = 0. On a ainsi des [1], 
[2] du n. 11 

l,a = 0, 13a = 

1,0 = (av )A(at«} x« = («A*-) X [(wA«')A«| = «A" X «-.«* = «*, 
2Va = w X «»•« — " X "«".tt = w X wA*"-" —*'X u/\wM = 2tt , 
et ainsi les quatre premières formules sont démontrées. Pour les 
autres, comme dans la Dém. [1]. 

Dém. [8] — Fisons w normal à u et t> et tel que u/\v'X,tv^l, 
et posons a = H{M,v); on a 

au = u*.v, a» = M X v.v, aw = 0, 
et par conséquent des [1] du n. Il 

V = M-Aw X (» X «.*') = « X v-wA" X w = « X «, 

IjO =r , IjO = 

et les trois premières sont ainsi démontrées. 
Des [2] du D. 8 on a 

2VH(w,t.) X S'A» = « X «.«' X ff - w X V.» X « = («A") X (a'Aw) 
qui démontre la quatrième. 

Des [S] du n. 8 et de la précédente on a: 
2DH(M,v)ir = 2H(m,v>! - 2VB.{u,v)/\x = 2« X a^*- — (mAwjAic 
= uXx.v + vXx-u = \Hiu,v) + R{v,u)\x, 
qui démontre la cinquième. 

On obtient aussitôt la dernière en observant qne 

a + Ka = 2Da. 
Dém. [4] — Des [1'] et [2'} du n. 11. 




(*) Ces formules subaieteut même si i,J,k est u 
conque telle que (A^X*^0- 
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13. Qoadriqaes indicatrices. 

Soit K ane homograpliie , un point, k un nombre - 
réel. La quadrîque, lieu des point>> P pour lesquels 

[1] (P - 0) X « {P - 0) = ft, 

s' appelle qaadrjqne indlcatriee de x par rapport au point 
et au nombre k. 

L' homographie a, sa dilatation Da , et sa conjuguée 

Kï, ont les mêmes quadrigues indicatrices. 

Dém. — Si nous rappelons que 

Do = a-V(iA. Ka = a — 2VaA 
on a aasaitôt 

a: X Km = a; X oi* — 2iB X Va A»; = ir X n« 
qai, par la [1], démontrent le théorème. 

Le plan diamétral d'une quadrique indicatrice d'une 
homographie a, conjugué à la direction du vecteur u,est 
normal au vecteur Dxu. 

Dém. — En difTérentiant la condition 

(,P—0)X Da(P— 0) = k, 
équivalente h la [1], et en tenant compte de la [1] da n. 7 on a 

dPXVo.(P—0) + (P- 0}XO"^P = ^PX'Da(P—0) = 

qui démontre ce que nous avons affirmé, en supposant P— pa- 
rallèle k u , parce que dP varie dans le plan tangent à la qua- 
drique en P. 

Noas ne nous occupons pas des autres nombreuses 
propriétés des quadriques indicatrices. Celles que nous 
avons exposées sont sufEaantes pour les applications à la 
Physique et k la Mécanique. (Aw, ii) 
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§ 4. Principales propriétés 
des opérateurs fondamentaux. 



14. Identité dn troisième ordre. 

Si a est une homographie, entre ses puissances , jus- 
qu'au troisième ordre, et ses invariants, la relation sui- 
vante subsiste toujours : 
[1] .•-I,..:.' + V.«-I,« = 0. 

Dém. — Cette identité est démontrée si on réussit à prouver 
qne la condition 

(a) a?œ — I,a.a'a; + Ija-oa; — Ijtua; ^ 

est vraie pour trois vecteurs x non parallèles à un même plan. 
Soit * un vecteur (unitaire) parallèle à une direction double (qui 
^/ existe toujours, n. ^) de a et aoit 

/ ai = mi. 

' De la dernière des [1'] du n. 11 on déduit de suite: 

Ig(m — a) = m* — I,a.m' + Ij".»! — la» ; 
mais »i — a est ( n. 3) une homographie singulière, ainsi Ij(»i — a) =0, 
c'eat>4-dire la (a) est vraie pour x parallèle à une direction double 
de a. 

Soit t,J, k l'ordinaire système unitaire orthogonal dextror- 
sum, et, i ayant la signification précédente, posons 
_(jiti, ai + bj + ck, a'i + b'J + c'k\ 
"~\<, J, fc }' 

calculons (n. 11) les invariants et les puissances a', a^ de a; on 
verra que la (a) , déjà démontrée vraie pour x:=i -, est également 
vraie pour x =^ et pour a; = fc et par conséquent elle est vraie 
en général (*). 



(•) M. B06GIO a donné de l' identité [1] une démonstration in- 
trineèque , c' est-à-dire tout à fait indépendante des éléments i, j, k 
(Bibliographie , n. 6). Cette démonstration est basée sur les formules 
du n. 19 de ce § , qui peuvent être obtenues indépendamment de la 
[1] en Bubstitnant seulemeat, quelquefois, Ka à n. Nous n'avons pas 
pu donner dans le texte la démonstration très simple de M. Boaoïo 
parce que nous aurions dû donner aux formules nu ordre peu com- 
mode pour les lecteurs. 
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15. Théorème d« commutation et opérateur ux«- 

On fait un uaage continuel , soit dans la partie théo- 
rique des homographies , soit dans leurs applications phy- 
sique», mécaniques et géométriques , du théorème de com- 
matatlon qui est exprimé par la formule suivante, dans la- 
quelle a est une homographie et ic , j/ sont des vecteurs 
arbitraires : 

[1] xx^y = yx Kax. 

Ce qui peut s'exprimer en disant que : dans te produit 
intérieur xX '^y les vecteurs ic, y peuvent être échangés 
entre eux, pourvu que l' on change œ dans sa conjuguée. 

Dém. — En vertu de propriétés bien connues on a: 
a; X av = a; X (Da + TaA)» = ai X D»? + ic X TaAtf 
= i, X DcKC - !/ X VaAa' = V X (Da - VaA)a; 
= V X Kciic. 

Si M est un vecteur, nous avons déjà dit que uX ©st 
un opérateur entre les vecteurs et les nombres (*) et pré- 
cisément l'on a, si ae est un vecteur quelconque, 

(u X)x = UXX 

en suivant les lois fonctionnelles ordinairea. , 

Si ot est une homographie les mêmes lois fonctionnel- 
les disent que 

(a) M X « 

est le produit de l'opérateur x par l'opérateur wX, c'est- 
à-dire que si x est arbitraire ou a 

(m X «)« = M X «ie (*")■ 



(*) Confronter avec u/\, qui est, au contraire, une homographie 
et préciaément une homographie axiale, 

(**) Qu'on observe que nous coQsidérone seulement des opérateurs 
à gauche et par conséquent m X " 'loi'- ^^"^ décomposé en (m 'X)a et 
non en m(X "■)■ Dan» cette dernière notation X " aérait le symbole 
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En vertu du théorème de commutation on peut don- 
ner à r opérateur (a) la forme suivante 

[2] MXa = |K«M)X- 

Dém, — Si i» eat un vecteur arbitraire, on a 

(« X o>c = « X eue = Ka« X a' = \(.'K^)X\x. 



16. Conjagnée d' an produit. 

Les formules qui suivent ont aussi une grande impor- 
tance pratique. Elles donnent la conjuguée d' an produit 
d' homographies et . d' une puissance d' une homographie. 
Dans ces formules a , P sont des homographies , n est en- 
tier positif, ou négatif maïs seulement pour a réversible. 

[1] K(P«)-.K«.Kf) 

[2] Ka-_(K.)». 

Bém. — En appliquant le théorème de commutation (n. 15) on a : 
a:'XP"» = î'XK(pa>r 
a; X Pay = (aff) X Kpa; = y X(Ka.Kp)a;, 
desquelles on tire par soustraction 

p X JK(pa>c — Ko-RparJ = ; 
mais y est arbitraire et par conséquent 

K(Pa>e = Ka.Kfto 
qui, X étant arbitraire, démontre la [1]. 

La [2] se déduit par induction de la [1], lorsque n est positif. 
Si a est réversible , alors de ao— ' = 1 et en observant que 
Kl = 1 on a 

1 = K(aa-i) = Ka-i.Ktt 
et par conséquent 

Ka-l = (Ka)-l, 

A' où, par induction, on a la [2] quand n est négatif. 



(comme X**) d'un opérateur à droite. L'usage mélangé d'opérateurs k 
droite et à gancbe pourrait porter à de graves iuconvénieata formels 
et n'est pas du tout à conseiller quoiqu' il soit employé par Gibbs et 
par d' antres. 
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17. Produit des opérateurs Toadameataïu. 

Four le9 produits et les puissances des opérateurs I , 
y, D , K , C , uous avons les formules fondamentales sui- 
vantes, dans lesquelles x est une homographie. 



[Ip 


VD« — 0; 


[2] 


VKa Va 


13] 


DKi — KD« — D» 


[4)> 


DDet — D. 


PI 


KKi — « ; 


[6] 


K-"« — K« 


[71 


l,K.-I,a, pour 


f_l,2,6 




|8) 


CV = I,a + a ; 


|9] 


2C-1» — I,a — 2i 



1 I,D» — I,a 

(10) i^x-v-iva)» 

( ip«-I,>-(aV.)XV=. 

Dém. — Dea formules connues 

Da = a — Va/\, Ko = Da — VaA, 

va qu'une homographie est réduisible en ane seule manière à la 
somme d'une dilatation avec une homographie axiale, on a aussitôt 
les [l]-[6]. 

Pour la [6], en observant que K est réversible (n. 10) et en te- 
nant compte de la [5], on a 

K-ia = K-i{KKa) = (K-iK)Ka = Ka. 

De l' identité du &•"* ordre (n. 14) on a, pour l'homographie Ko, 

(Ka)' - I.Ko^Ka}' + lîKa.Ka — IjKa = 0. 

En appliquant K aux deux membres et en tenant compte de 
la [5] et de la [2] du n. 16, on obtient 



qui, comparée avec l'identité du n. 14, démontre les [7], 

Si m est un nombre , de la définition de C il résulte a 
que Gm=2m. Alors de C(ï = I,a — a on a 

C% = CI,a — Ca = 2IiO - (I,o - o) = I,a + a 

qui démontre la [8]. De la [8] on a 

2C'a = aiici + 2a = CI,a + 2a 
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et en opérant sur les deox membres avec C""' 

2Ca = I,ii + 2C-'oi, 2C-^oi = 2(I,a-a)- I,o 
qni démontre la [9]. 

La première des [10] résulte de suite de Da^a — Va/\, Pour 
les autres le lecteur peut appliquer les [1'] du n. 11 après avoir 
rapporté Da à la terne principale (n. 7). 

18. Directions principales d' une homographie. 

Une terne de directions orthogonales {deux à deux) 
s'appellera principale par rapport à l'homographie a, quand 
elle est transformée par a en une terne aussi orthogonale. 

Si a est une dilatation nous savons (n. 7) qu'il existe 
pour « au moins une terne principale qui est celle des di- 
rections doubles. 

Leuus. — Si se est une homographie, alors Kx.a et 
a.Ka sont des dilatations. 

Dém. — On a (n. 16 [1] ; n. 17, [5]) 

K(Ka.a) ^ Ko.KKa = Ko.a 

K(a.Ko) = KKa.Ka = a.Ko. 
Ces formules prouvent que Som. et a.Ka coïncident avec leurs con- 
juguées; ce sont donc des dilatations (n, 9). 

Théoeème. — L' homographie quelconque a. admet 
toujours , au moins , une terne principale qui est préci- 
sément la terne principale de la dilatation Ka.« ; par 
conséquent la Ka a comme terne principale la terne prin- 
cipale de là dilatation «.K«. En outre : la terne princi- 
pale de tf. {ou lie Ko.] est transformée par « {ou par Ko.) 
dans la terne principale de Ka {ou de «}. 

Dém. — Soient i,J, k des vecteurs qui forment un système; 
unitaire orthogonal dextroraum dont les directions sont princi- 
pales par rapport à la dilatation Ka.a (n. 7). On a 
(a) Ka.ai = mi, K.<uaj = nj, Ka,ak ~ pk 

dont on déduit [théor. de commutatioji et les ,(«)] 

et d' une manière analogue po-ur (afc) X a^i (o^) X 'Kf- 
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l>oiic la terae at, aj, oJc est orthogonale et la première partie 
du théorème est démontrée. 

Soit maintenant i', S, k' nn système anitaire orthogonal dex- 
trorsum parallèle à at, aJ, ak ; on aura en vertu de ce que noue 
avons démontré, 

(6) ai r= ai', aJ =: ftf', ak ^ cJfc' ; 

en opérant à gauche de la première an moyen de a.Ka on a 

a.Kcuai= a.a.Kai' 

qui, en vertu de la propriété associative du produit fonctionnel et 
de la première des (a), donne 

a(mi)^= aM-Kai', 

et à cause de la première des {b) 

mai' = a.a.Kai'. 

Donc, en opérant de la même manière pour/, k', 

{a') tuKai' = mi', a.KaJ' = «/, a.kaJb' —pk' 

qui démontre la 3* partie du théorème , pnisqu' on a prouvé que 
i', f, k' est la terne principale pour la dilatation «.Ko, c'eat-^dire 
ta terne principale de Ko. 

Il résalte des («') que : les deux dilatations K«.a, a.Ka, 
tout en ayant en général les directions doubles distinctes, 
peueent être exprimées de manière à avoir les coefficients 
de dilatation (m, n, p) en commun. 



19. Homographie générale appliquée à un produit vec- 
toriel. 

Eu appliquant une homographie x au produit vectoriel 
du vecteur ic par le vecteur jf on obtient une formule — 
la [1] ci-dessoas — d'une remarquable importance pratique ; 
les autres formules sont aussi importantes quoiqu' elles se 
présentent moins fréquemment. 

[1] «(x^ï/) = i,«.«Aî' — ^A^^y + yt\^^ 

= — x/\K<xy — y/\GK.a.x 
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— 87 — 
[1'] Cxix/\y) = x/\KaLy — y/\KMC (*) 
[2] Kd j x/\tcy — t,/\«a; j — I,i.a;/\ff - l'ix)/\xy O 
[3] K. j (.») A «» j - « 1 (Kaa!) AKa» j - Ija.xA!' (**") 
(4) j V-I,«.K» +K»' j (» A») — (M) A'W- 

Dém. [1], [1']. — De la première dea [1] du n. 8 on a 
icAyX'*.IiKtt = yAwXKoaî + MA'«XKaff + *'AwXKaM f, 
= -«XffAK'«r + MX»'AKaî, + MXo(3'Ay). *- 
de laquelle il résulte 

« X j «(^Ap) - I,«^ Ay + iir/\K<tv - pAK"»^ ! = , 
qui, u étant arbitraire, démontre la première forme des [1]. 

On obtient les autres formes et la [1'] de la définition de Co. 
Dém. [2]. — De la seconde des [1] du n. 8 on a 

x/\» X «Jj" = (aV) A(«w) X i« + (ot»)A(aa') X î/ + (ox)A{ay) X «* 
= a:'A(»ff) X'^u- y A(°*) X a« + {<«r)A(«ff) X « i 
= M X j Ka{(eA«i/) - KaCyA"») + ("«)A"J/ î -^ '■ 
qui, u étant un vecteur arbitraire, démontre la [2]. 
Dém. [3]. — De la troisième des [1] du n. 8 on a 

LT Aff X «.I^o = ("ic) A{av) X ttW = « X Ka j (oic) A a» I ' 
et une analogue poar Ka ; celles-ci, 'u étant un vecteur arbitraire 
et 130 = 13X0, démontrent les [9). 

Dém. [4]. — De la [1], en changeant o en Ko, on a 

^A<^y - VA*^ = (Ii« - Ka) ix/\y) 
et ensuite, en opérant avec Ka sur les deux membres, 
Kad^A^V - VA'>^) = (I.*-Ktt - Ko') {œAv) ] 
en substituant dans la [2] on a la [4]. 



(*) En observant que mAP indique (n. 23), suivant les conventiona 
générales, le produit fonctionnel de p par uAi ^ ^^ [^'l '^° P^'^'' donner 
la forme 

{auc/\)y = («AK«W + i (K».) A I V , 
et par conséqnent, y étant un vecteur arbitraire, 
Ca^A=«AK» + <Kaa!)A. 

Cette forme, et d' autres analogues, se présentent dans les appli- 
cations, mais, au fond, elles ne diffèrent pas des [1] ou [1']. 

(*«) T. BoGGio, Bibliographie, n. &. 

(*•«) Hamilton (Notes hist., n. 11, art. 348, éq. IX). 
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§ 5. Opérateur B pour les homographies. 



20. Défînitioii et propriétés fondamentales de l' opé- 
rateor E. 

Si a est une homographie et x, J/ sont. des vecteurs, 
le vecteur 

{ar)/\<itî/ 

est une fonction alteruée de x et de jf et, par conséquent, 
'{Int. n. 9, Théor 1") il existe un opérateur linéaire entre 
vecteurs et vecteurs (homographie), indépendant de X et y, 
c'est-à-dire foncttoh de a seulement, qui, appliqué au vec- 
teur x/\y, donne le vecteur {<xx)f\ix.y. 

Cet opérateur sera indiqué par la notation 

Ra 

et il résultera ainsi que : R* est une homographie fonction 
de a. seulement, telle que, x,y étant des vecteurs arbitraires, 
on a toujours 

[1] B.x{x/\y) = {^x)/\xy. 

Donc: B est un opérateur entre homographies et ho- 
mographies. 

Les propriétés fondamentales de l' opérateur R sont 
exprimées par les formules suivantes , dans lesquelles m 
est un nombre réel et a., fl sont dea homographies. 

[2] Rx = IjO! - I,«.Ka + Ka^ 

R(ma) = m,'RaL 

L'opérateur B n'est pas linéaire et n'est pas réversible 
[4] Ka.Ra = I^x , Ba.Ka = Ig» 
[4'] Ba = Igtt.Ka"^ , pour « réversible 
[6] B(^a) = Rp.Rx 
[G] R*-^ = (Rix)~^ , poar a. réversible. 
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Dém. — Do fa [1] précédente et de la [4] du n. 19 il réenlte de 
suite la [2]. 

Si dans la [1] on met ma k la place de a on a aussitôt la [3]. 
L'opérateur E n'esl pas linéaire car it(îna) n'équivaut pas à mBM 
[et cela suffit; du reste B(a+p) n'équivaut pas non plus à Ea+Rp]. 
L'opérateur R n'esl pas réversible parce que de la [8] il résulte que 
R(/«a) = E(-ma). 

En opérant sur les deux membres de la [2] , à gauche ou à 
droite, avec Ku et en tenant compte de l' identité (n. 14) du S""" or- 
dre , on a les [4] , et la, [4'] qui est une conséquence immédiate de 
la première des formules [4]. 

De la [1] on a successivement 

E(pa) (a^ Ay) = (P*^)AP«ff = KP 1 ("')A"ffî 
= EpJla(aAî'), 
qui, x/\p étant arbitraire, démontre la [5]. 

Si o est réversible, de ou— i = 1 et de la [5], en observant que 
Rl = l, il résuit* la [6]. 



21. Opérateor E appliqué aux homographies simples. 

Dans les formules suivantes, m, n, p sont des nombres 
réels, u, v, w, te, 6, e sont des vecteurs et i, J, k est un 
système unitaire orthogonal dextrorsum. 
[1] nm = m> 
[2] R(u/\) = -R{u,u) 
[B] EH(«,v) = 

Nous donnons encore la formule remarquable qui ex- 
prime r homographie que 1' on obtient en appliquant E à 
la somme de trois dyadas (et par conséquent aassi de detiw). 

[6] EJH(w,a) + H(w,&) + H(w,c} ( = 

H(«A«',frA«) + n{w/\w,c/\a) + H(u/\v,a/\b). 

Dém. — De la [1] du n. 20 ou a 

B.m(_x/\y) = (mx}/\my = m%x/\y), 

R(mA) (arAff) = («A'«)A("Ay) = -'^X «Ay-w = «(«.«) (^Aff). ' 

RH(tt,ï.) (xAw) = (« X a:.ï')A(« X V-v) = 0, 
qui, x/\y étant arbitraire, démontrent les [1] — [3]. 



.ï Google 



- 40 - 

Si a est la dilatation considérée dans la [4] on a 

Ra* = Ra(^A&) = {<^J)A'^ = nJl\pk = npl, 
et d' une manière analogue pour BaJ, 'RaJs. 

En appliquant le premier membre de la [6] au vecteur xf\y 
on a, de. la [1] du n. 20, 

(M X »■-.« + « X ic-fr + w X '«■c) A(w X ff.a + V X i/A + «» X y.") = 

* "* *" . bf\c+ + = 

I *Xtf wXv I 

(vA«')Xa'Ai''*A'' + + = 

[H(rA«'M«) + + -Xa^Ay). 

qui démontre la [5]. 

22. Produits des opérateurs I, V, D, K, E. 

Si a est une homographie, ou a : 

[1] I,Ea_I,,, I^«-I,..I,a, IjEx-fta)» 

[2] VRa ^ aVa (si ot eet une dilat., Rx est aussi une dilat.) 

[3] KBa = EKa 

[4] RDa; = DEï — H(Va,Va) 

[6] BRa = I3OC.0!. 

Dém. [1]. — Appliquant (Ea)' aux deux membres de la formule 
[2] du n. 20 et tenant compte de la [4] du même n., oe a 

(Bo)' - J^iyiaf + l3t..I,oJlii — (Ija)' = 0, 

qui comparée avec l'identité du 3°' ordre, écrite pour l'homogra- 
phie Bo, démontre les [1]. 

Déra. [2], — Appliquant V aux deux membres de la formule [2] 
dn n. 20 on a 

VRa = l,o.Va — Va'; 

mais on démontrera (n. 25, [4]), et indépendamment de la [2], que 

Vaï = (I,a-o)Vo, 
et par conséquent la [2] est démontrée. 

Dém. [3]. — Il suffit de poser En à la place de a dans la for- 
mule m du n. 20. 
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Dém. [4], — Si o, p sont des homographlee , de la [1] du n. 20 
on obtient facilement 

Il(a + p) + E<a - p) = 2(Ra + Ep) ; 
en posant P^^Xa on a, pour la [8], 

R(2Da) + E(2VaA) = SCRa + KEo) = iDRo. , 
qui démontre la [4] en vertu des formales du n. 21. 

Dém. [5]. — Si dans la formule [2] du n. 20 on écrit Ba au 
lieu de a, et on applique les formules [1] de ce n, et les [4] du 
n. 20, on a : 

BRa = lïEa - I,Ea.KEa + (KE«i)'' 

= liO-IjO — IjO-KRa + KEa(Iïa — I,a.a + a') 
= KBa.a* = IjO-o. 



§ 6. Propriétés principales 
des produits et des puissances des homograpliies. 



23. Produit d'une homographie par one homographie 
axiale. 

Dana les applications des homographies à la Physique, 
à la Mécanique et à la Géométrie, on rencontre fréquem- 
ment 1© produit fonctionnel d'une homographie quelconque 
a par une homographie axiale ti/y. Ce produit sera re- 
présenté, avec une notation parfaitement régulière, par 

uf\<t 

qui équivaut à {u/\)ai., ou à uf\,a., vu que dans le groupe 
u{f\ai) te symbole composé /\« n'a pas de signification. 

Il est important de savoir calculer, en fonction de u 
et de a , les invariants , le vecteur et la B de 1' homogra- 
phie u/\x (•), Cela nous est donné par les formules sui- 
vantes : 



(*) Le produit de u/\ par a est indiqué par a.M/y, ou "(«A) ^ 
non par au/\ qa'on peut lire {au)/\, qui est uue homographie axiale 
bien différente de cu«/\. En remarquant que 

K(»A")=-s<^«A 
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[1] I.(M.A«)=-2wXVa , Jg[u/\^)=uX'R^u , I3(mA'^)=0 

[2j 2V(t«A«)=(Ii*-«)«=CaM 

[3] E(mA«)=H(m.m)R», E(wA«)=HfKExM,u). 

Dém. [3]. — L' homographie m/\« est le produit de l' homogra- 
phie a par l' homographie axiale wÂ i "lonc (n. 20, [5]) 
E(«A«) = R(«A)-Bo = H(M,M).Ea. 

La seconde des formules [2] du n. 24 démontre la seconde des 
formules [3] {»). 

Dém. [Ij. -- Si i, J, k est un système orthogonal etc., on a: 

I,(«Aa) = <X«Aa* + = ~uX\i^<^t + | = -2«XVa. 

La seconde des formules [3] donne : 

I,(m A") = I.R(wA«) = IiH(KRaw,«) = m X R««- 

Ainsi les deux premières des [1] sont démontrées. On a aussitôt 
la dernière en observant que u/\tx est une homographie singulière 
parce qu'elle transforme un vecteur quelconque en un vecteur nor- 
mal à u. 

Dém. [2]. — De la [2] du n. 8, et de la [Ij du n. 19, 

2V(mA«) X ^Av = yX «A"»' - a' X «Aoy = « Xj «A^v - v/\<^\ 

= (I,a.«) X '^AV - (0.U) X ^Av 
= (I,a.-a)uX^Aw 
qui, xAv étant un vecteur arbitraire, démontre les formules [2]. 



24. Produits d' homographies axiales , d' ane homo- 
graphie générale par une dyade, de deux di- 
latations. 

Si M, V, w sont des vecteurs et k , {i sont des homo- 
graphies on a : 



il résulte q«' il suffit de savoir appliquer J , V , K au produit de ( 
par mA s*"^ donner des formules spéciales pour le produit inverse. 
(*) Voici une autre démonstration : 

R{wA«) (a'Aff) = {»A«a')A(«A«y) = 
u X (<iic)A"»." = M X ««(Mv)-» = 

xAV X KROW.M = H(KRaw,M) {xAv)- 
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j u/\.v/\=S{u,v)—u-Xv= — GRiu,v) 
' 'u/\.v^.w/\= Kiv,u/\w) — V X w.tt/\ n 

Le produit de deit-ic dilatations n'est pas, en général, 
une dilatation. 

Le produit de deux dilatations ayant en commun 
les directions principales, est une dilatation qui 
a les mêmes directions principales. 

Une puissance quelconque d'une dilatation a. (même 
négative si la dilatation est réversible) , est une 
dilatation qui a les mêmes directions principales 
que la dilatation x. 

Dém. [1]. — Si 3C eat un vecteur arbitraire on a: 

= \Riu,v)~uXrix; 
(TtA-^A-wA)»^ = « A(*' X »'.«'-« X «'^) 

= w X iCMAw - « X «-.«AiT 

= iH(«,«A«')-«'X«'.«Al*- 

Dém, [2]. — Si »T est un vecteur arbitraire on a: 

la.li{u,v)\x = <x|(m Xpr)v\=uX oc.av = H{u,<tv)x; 
\Kiu,v).p\x = « X ^.v = X XKpM.r =H(KPu,ï.>b; 
i dernière est une conséquence des deux premières. 



(*) En particulier on a, ai n est entier positif, 

(«A)'" - ( - »')»-i| H(i.,i.) ^ «■ I = (~ «•).- i(«A)', 
(■.A)2»+i-(-»')".»A. 

Si t est un vecteur unitaire, c. à d. j^ ^ 1, les homographieB 

(lA)' + l = H«,l), -(<A)'=l-H(<,«) 

sont les opérateur qui, appliqués à un vecteur ac arbitraire, donnent 

la composante parallHe à i de x et la composante normale à i de x. 

(**) En particulier ai a, b, C, d sont des vecteura on a. : 

H{u,v).Uia,b) = M X fr.H(«,«) 

H{M,«).H(o,ft).H(c,d) = u X *■« X <i.H{e,v). 
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Dém. [3]. — Si tt,v sont des vecteurs on a de la première ]2J: 

a(u,u)M{v,v) = K{v,uXv.u) = uXv.R(v,u). }■'■} ] /, -■ 

Mais H(m,m), H.(v,v) aont des dilatations (n. 7, dernier ■ thé or.) t^lt' 
et ei M, r ne sont pas parallèles le produit H(u,u).H(v,Tr) n'est paa ' 
une dilatation. 

De la \2] du n. 7 on a aussitôt le second et le troisième théo- 
rème. 



25. Operateurs I, Y appliqués à des produits, à des 
paissanees et à des sommes d' homottrapliies. 

Si K, t> soab des homographies on a : 

[2] I,(W-V-l!? + l.«-l,'' + l.M.P-l.(E' + BP) 

(l,((ia)-I,-J,P 
- [2'] I,(.D.)-I,(D.)» 

13] 2V(P«) — 2V(Dp.Da)+(I,P-P)Vj(+(I,s<-a)VP-|-VP/\"^« 

- 2V(D?.D«H-CpV»+CaVp+VPAV» , . 

)2V(p=.) _ (Krf)Aii« + (K<a)/\iy + (K.ftJAP* ■'■ VJ|W M 

ii,J, Ji étant un système unitaire orthogonal dextrorsam '(^ "/ 



[S-J 

[4] Va» — (I,a — »)Va — CaVi 

[6) 1,. -j_^, v -j^,^, V _j_^ 

[6) V«-'— — i«Vi 

[7] V(a.p.K.)_IUVp (•). 

Dém. [1]. — De l'identité du 3"" ordre (n. 14) appliquée à Pa 

ou à ap ou a 

paPapa - I,(p«).pap« + !»( W-P» -W'^) = 
apa^p - I.(aP).apap + Iî(ap).ap -l3(ap) = ; 

multipliant la première par a à gauche et la seconde par a à droite 

et comparant les deux résultats on a les [1] (**). 



(•) T. Boooio, Bibliographie, n. 8, 
{»*) Id,, Bibliographie, n. 6. 
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«H = i=SSSÏ7fèîF-(«')AMX<^=i.|3J.. 
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Dém. [2]. — En calculant Ij(o + p) par le moyen de la [!'] do 
n. 11 et faisant usage de la [1] du n. 19 , on obtient facilement la 
première. La seconde se déduit de la première en observant que 
r,(Pa) = I,R(Pa) = I,(Ep.Ra}. 
Si a on p sont des homographies singulières, alors pa. aussi est 
une homographie singulière et la troisième est démontrée. Si, au 
contraire , a et p sont des homographies propres , alors des [1] et 
[l'I du n. 11 

. p(«<)AP(c.^)XP(o*) ,. 
(a*)A(<«J)X''& 
Dém. [S\. — Posons 

a' = Da, M = Vo; P' = Dp, v = Vp. 
On a 

pa = (P'+vAXo.'^ «A) = P''^'+ P'.«A+ *'A-o'+ vA-wA 
= p'a'- K{«AP') + vM'+ H(i.,«) - « X f ; 
en appliquant 2Y anx deux membres (I|P'=:Ii^ etc.) 

2V(po) =2V(p'a') + (I,p - p + v/\)u + (I,a - a + u/\)v + «A" 
= 2V(p'a') + (I,p - p)« + (I.a -a.)v + v/\U 
qui donne la première forme des [3]. 

Dém. [3']. — D' après la première des [1] des n. 23 , 25 , on a , 
œ étant un vecteur arbitraire: 

2V(po)X a; = - Ii(a;AP") = - I,(a.!rAP) 

= - * X «-MP* -J X ^^MJ -■■■ 
= - (Ka*) X *Af« - (Ka^ X XAPJ ~ ■ ■ ■ 
= 6(Ka*)AP* + (KaJ)APJ + (K«fc)AP&] Xa^ 
Dém. [4]. — Des [3], parce que (Do)' est une dilatation et 
VaAVa = 0. 

Dém. [6]. — En maltipliant l'identité du 3' ordre (n. 14) par a-3 
et divisant par I^a on a 



= 0, 



I30. IjU I^a 

qui, comparée avec la même identité (n. 14) où l' on a mis a— 1 ai 
lieu de a, démontre les [5]. 

Dém. [6]. — En vertu de propriétés déjà connues de E on a ; 
oVa = VRa = IgtuVKa-i = - Ija-Va-" 
qui démontre la [6]. 

Dém. [7]. — Si X, y sont des vecteurs arbitraires on a: 
2V(a.p.Ka) X x/\y = pX «PKo»; - a; X «pKay 

= (Koy) X PKa» - (Koa;) X PKa^^ 

= 2VpX(K«a;)AK<iv 

= 2Vp X Kaa(a5A»)= 2(R«VP) X l^Av)- 
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Pour le second et troisième invariant de la somme 
des homographies x, ^ on a les formules 

[8) I,(« + P)_I,. + I,p + I,«,I,p-I,(«|î) 

[9] I,ia + B _ I,. + Ifi + 1, j K..EP + Kp.Ea j 

dont la [8] est la première des [2] et la [9] se démontre 
facilement. 



26. Produits onis. 

Il ecciste des homographies non nultes dont le pro- 
duit est nul. £n d' autres termes : si <t, \^ sont des homo- 
graphies , la relation fia = n'entraîne pas nécessaire- 
ment la relation a. = ou ^ = 0. En particulier : la con- 
dition a' = n' entraîne pas « = 0. 

Dém. — Si, par ex., u, v, a, b sont des vecteurs non nuls et 
M, b sont orthogonaux, « X * = 0, alors (n. 24 [2]) 

H(u,»).H(«,6) = K{a,u X b-v) = « X &JI(a,v) = 
et aucun des facteurs s'est nul. 

Si a, P sont des homographies, pâ =0 n'entraîne pas 
nécessairement «p ^ 0, 

Dém. — Dans les mêmes hypothèses de la démonstration pré- 
cédente, en aupposant en outre v'Xay^O, on a 
H(M,t.).H(a,6) = 
H(o,ft).H(M,») = a X f JI(M,ft) jf= 0. ■ 

Si a, p sont des homographies et m est un nombre 
réel non nul, alors fi» = m entraîne «p = m. 

Dém. — De Pa = m on a. I^{^a)=l-i'a.l:ip=m^ :^ , c'esfc-à-dire 
I^a^O, l3)}:^0, et par conséquent a, p sont des homographies 
propres. Alors de (ia—m on a ti = mp-i, ap = mp— "P^m. 

Si le produit de deux homographies est nul et l' une 
d' entre elles est itne homographie propre , l' autre est 
nulle. 
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Dém. — Soit po = 0, avec a homographie propre. Alors de 
= pa on a Oa— i = poa—', ou bien = p. De même si ap = 0, 

Si », % y sont des homographies, la condition a.y = py, 
ou ya. = y% n' entraine pas nécessairement »^p. 

Bém. — En effet «y = PY équivaut à -(a — P)y = qui ne donue 
pas nécessairement a — p = 0. 



§ 7. Isoméries et similitudes vectorielles. 



27. Propriétés earactéristiqnes des isoméries vecto- 
rielles. 

Nous appellerons isomérie vectorielle toute homogra- 
phie qui ne fait pas varier la longueur (ou module) d' un 
vecteur quelconque auquel elle s' applique. 

Les critériums pratiques qui permettent de reconnaître 
si une homographie k est ou non une isomérie vectorielle, 
sont donnés par les deux théorèmes suivants : 

L' homographie « n'est une isomérie vectorielle que 
si l'on a 

[1] {v.uf^v?, 

■u étant un vecteur arbitraire ; ou bien , ce gui est équi- 
valent , si, en fixant arbitrairement les vecteurs u, v, 
on a toujours 

[2] (xu) X «w = M X w. 

Dém. — Si o est une isomérie vectorielle, par définition, la [1] 
doit subsister. Viceversa si a est une homographie pour laquelle 
la [1] subsiste, alors a conserve à « son module et par conséquent 
a est une isomérie vectorielle, c. à d. la condition [1] est nécessaire 
et suffisante. 

H nous reste à prouver que les [1], [2] sont équivalentes. Si 
dans la [2) on pose v = m on a la [1]. — Si la [1] subsiste pour u 
quelconque on a 

(<M* + avf = (aM)« + (a»)' + 2{aM) X «« = '«' + «" + 2(aM) X ««. 
ja(M + v)j' = (m + w^ = «* + »* + 2m X V , 
desquelles on a la [2]. 
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U homoffraphie a. est une isomèrie vectorielle seule- 
ment lorsque 

f-H [3] K«=«-' 

ou bien, ce qui revient au même, 

[4] «.Kac = Ka.« = l. 

Dém. — Soit a une isomèrie vectorielle. 

D'après la [2] et le théorème de commutation, on a: 

MXKoua» = ttX*i MX}Ka.a — ljw = 0; 
c' eat-à-dire, m étant arbitraire, 

(K«.ti- 1)0 = 0, 
par conséquent, » anasî étant arbitraire : 

Cela prouve que a doit être réversible (n. 26), donc : 
Ka = a-rl et o-Kn = Ka.a = 1 
e' est-à-dire la [3], ou la [4] qui lui est équivalente, est nécessaire. 

Soit a une homographie pour laquelle la [B] ou [4] subsiste. On 
a, u étant un vecteur arbitraire, 

(a«)' = (a«) X «« = M X K<ï-a« = u X « = «* 
laquelle, moyennant la [1], démontre que la [3] est aussi suffisante. 

Si « est une isomèrie vectorielle alors «~' l'est au^si. 

Dém. — En appliquant £ aux deux membres de la formule [8] 

Ka-i=<i = (<.-i)-i, 
qui, par la formule [3], démontre le théorème. 

Si nous remarquons qu' ou peut donner à la [2J , à 
cause de [1], 1' une ou 1' autre des deux formes 

cos (ai*,o;i') ^ cos {u,v) , ang (aM,ay) = ang (u,V), 

il résulte qu'une isomèrie vectorielle conserve les longueurs 
et les angles. Comme nous le verrons bientôt , les isomé- 
ries vectorielles ne sont pas les seules homographies qui 
conservent tes angles. 
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. Quelques propriétés des isoméries vectorielles. 

I propriétés eaivantes 





Si 


«, P 


sont dey 


isoméries 


sont vérifiées 






[1] 




1,1- 


-w 




[2] 




(I,«) 


— 1 




13] 




aT«! 


_Ij«.Vi 




m 




B« = 


= !.«.« 




PI 




-P, 


Ix sont 


aussi des i 



isoméries vectorielles. 

Dém. [1]. - D'apréa la [5] du n. 25 et la [3] du n. 27 on a 

I,a = IjttJja • 1 = IsU-IsKa = lao.IjO. 
Dém. [2]. — Comme la précédente. 
Dém. [S\. - De la [6] du d. 25 on a, comme pour la [1], 

oVa= - Iaa.Va-l = -IsOL.VKa = Ija.Va. 
Dém. [4]. — De la [4'] du n. 20 on a 

B.O = Ija.Ka-' = IjO.KKa = laa.o, 
Dém. [5]. — Puisque la [3] du n. 27 subsiste pour a et p on a 
K(ap) = Kp.Ka = p-i.o-i = (ap)-i , 
et de même pour pa; ce qui prouve, en vertu de la [3] du n. 27, 
que ap et Pc sont des isoméries vectorielles. 

29. Classifieatioii des Isoméries vectorielles. 

Quelle que soit l' iaomérie vectorielle «., il existe tou- 
joars une direction , fonction de a seulement , que nous 
pouvons individuer au moyen d' un vecteur unitaire i 
(dont le sens seulement est arbitraire) , et il existe un 
nombre réel <p fonction de x et du sens choisi pour i, tel 
que, u étant un vecteur arbitraire non nul, un et un seul 
des faits suivants est toujours vérifié : 

1° on obtient au en donnant au vecteur u une ro- 
tation de 9 radiants autour de i. 

2" on obtient eu en donnant à u une rotation de <p 
radiants autour de t et ensuite en déterminant le symé- 
trique (par réflexion) du vecteur obtenu , par t^apport à 
un plan normal à i. 
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Le premier cas se vérifie lorsque I3K =1 et le second 
lorsque I^oc = — 1, 

Eu suivant ]a nomenclature proposée par M. Mario 
PiEsi (*) ou peut appeler rotations et antiroUtions (vecto- 
rielles , quand il peut y avoir confusion avec les mouve- 
ments géométriques du même nom) les isoméries vecto- 
rielles selon que leur troisième invariant est -)-l ou — 1. 

Une forme générale de « en fonction de ^ et de ç est 
la sni vante 

« = (cos ç + sin ? i[\) [1 — H(/,/)] + V-Hti,*) 

de laquelle on peut en déduire plusieurs autres. 

Dans la partie générale des homographies et dans les 
applications nous n'aurons pas l'occasion de faire un grand 
usage des isoméries vectorielles, ainsi nous nous bornerons 
à ces quelques notions ("*). 



30. Similitodes vectorielles. 

Nous appellerons ^militnde vectorielle toute homogra- 
phie qui ne fait pas varier le rapport des longueurs (ou 
modules) de deux vecteurs quelconques auxquels on l' ap- 
plique. 

Une similitude vectorielle peut aussi être définie comme 
une iiomographie qui ne fait pas varier l' angle de deux 
vecteurs quelconques auxquels on l'applique- 

En d'autres termes on a le théorème suivant: L'homo- 
graphie a. est une similitude vectorielle seulement lorsque, 
après aeoir fueè arbitrairement les vecteurs non nuls u, v, , 
on a toujours: 



w 



(«M)' 

M» 



(•) La Geometria eleinentare isiituita sulîe nozioni di punto e 
sfera. Memorie di Matemafcica e Fieica délia Soc. ital. délie Soienze, 
8. m, t. XV, pp. 345-450, a. 1908. 

(*•) Pour de plus amples développements cfr. l'édition italienne 
des Omografie vetlûriali ecc, Bibliograpiiie, n. 16. 
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ou bien, ce gui est la même chose : 

[21 {^u)X'^v ^^_ uXv 

mod (aw) . mod (aw) modw. modv 

Dém. — Il est évident qae la [1] traduit en symboles la défi- 
nition de similitude vectorielle. Il est de même évident que la [3] 
exprime la conaervation des angles. Il reste à prouver que les 
conditions [1], [2] sont équivalentes. 

Si la [1] subsiste pour deui vecteurs quelconques u, v, alors 
il est évident que 



w 



(««)■ (g»)' (an -g»)' 



Par conséquent, étant un pr-int arbitraire, la figure formée 
par les points 0, + u, + v est semblable à la figure formée 
par les points 0, 0+au, + av; donc 

Ang{a.u,av) = &ng{u,v), 

ce qni équivaut à la relation [2]. 

Eéciproquement, si la [3] subsiste pour deux vecteurs quelcon- 
ques, alors les deux figures 

0, + u, + v; 0, + au, + av 

sont semblables, la (a) subsiste ainsi que la [1]. 

La dépendance des similitudes vectorielles des isomé- 
ries vectorielles est établie par le théorème suivant : 

Les similitudes vectorielles sont (toutes et seules) les 
homographies qui sont le produit d' une isomérie vec- 
torielle par un nombre réel non nul (homothétie vecto- 
rielle). '. '•: ■ 

Dém. — Soit a une similitude vectorielle. De la [1] il résulte 
tout de suite qu'il existe un nombre réel, non nul, m tel que, u 
étant un vecteur arbitraire, 

(on*)' 

m' ' 

c'est-à-dire tel que 



D'ailleurs la [1] du n. 27 nous assure que — est «ne isomé- 
rie vectorielle , et par suite que : toute similitude vectorielle est le 
produit d' une isomérie vectorielle par un nomlrre réel non nul. 
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Soit maintenant m. un nombre réel non nul et P une isoniérie 
vectorieUe. D' aprèa la [1] du n. 27 on a 

Vf/ 'm' ' 

et ainsi, puisque la [1] subsiste pour p, mP est une similitude vec- 
torielle , c.-à-d, ; te produit d' une womérie par un nombre réel 
non nul est une similitude vectorielle. 

De ce théorème et de ceux des n. 27 et 28 on pour- 
rait déduire d' autres propriétés des similitudes vectoriel- 
les ; mais nous ne les énonçons pas. Nous indiquons seu- 
lement celle-ci, qui correspond à la formule [4] du n. 27 : 

L'homographie a est une similitude vectorielle seule- 
ment lorsqu'il existe un nombre réel, et non nul, m. tel que 



(*) Si M est un vecteur fonction du point P, l'opérateur X tel que 

iodividue une transformation dei points ^ j tr^yriTinM"!" dans un 
champ S, dans les points XP variables dans un champ 2'. La repré- 
sentation de S en S' eat conforme , seulement lorsque (voir te Ghap. 

dp 

eat une similitude vectorielle, c' est-à-dire seulement lorsque 



m étant un nombre non nul fonction de P. 

De là l' importance des similitudes vectorielles, qui débarrassent 
les représenlalions conformes d§ tout élément de référence. 
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INTRODUCTION AU CHAPITEE H. 

FONCTIONS, LIMITES, DIFFÉRENTIELLES, 
DÉRIVÉES 



Dans tout le cours de cette introduction nous admet- 
toue les hypothèses suivantes : 

les classes î/, V sont telles que tous les éléments 
d' une quelconque d' entre, elles , ou forment un système 
linéaire, ou bien forment une partie non linéaire d'un 
système linéaire (*) ; ( ]-■'• ' 

la classe formée par les éléments qui sont diffé- 
rences entre éléments de la classe U — et que nous 
indiquerons brièvement par diif U — est un système li- 
néaire (**). 



Un élément p quelconque de la classe U étant donné, 
soit déterminé, avec une loi quelconque, un élément a d© 



(*) Comme , par ex les nombres rationnels non entiers , les irra- 
tionnels, les points 

(**) Par ex , 91 [^ est la classe des pumt'' qui est une partie non 
linéaire du •:ystenie Imeai e formations eëometrlqueB dn 1° ordre de 
Grabshann diff î7 est la classe des leUi^t {ui forment uq système 
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la classe V. On dira , comme dans 1' Analyse , que : a est 
untiV fonction des U, et on écrira 

a = fp, 
ou bien, comme on écrit habituellement, w^flp). 

Nous admettons que p varie dans la classe U (p va- 
riable indépendante) et que f soit le symbole fixe (opéra- 
teur entre les U et les V) qui exprime la loi an moyen de 
laquelle étant donné p dans la classe U on calcule a qui 
appartient à la classe V. 
-^ On peut , de la même manière, considérer u^F fonc- 

tion de plusieurs variables p, q, r, . . . toutes appartenant 
à la classe î/ ou à des classes diverses. Nous suivrons, dans 
ce cas aussi, les notations ordinaires de l'Analyse. 

Soit « un opératear fonction des U, qui appliqué aux 
éléments de la classe V donne des éléments d' un système 
linéaire. Dan.s cette hypothèse on dira que : « est un opé- 
rateur linéaire pour les V fonctions des U, quand : p étant 
un élément arbitraire de la classe U, les relations 

(1) «(/p + çp) = <^(fp) + «(çp), c^imp.fp) = mp.{a.fp). 

sont vérifiées quels que soient les opérateurs f, f entre 
les ^ et les V et quel que soit l'opérateur m entre les U 
et les nombres réels. 

Pour démontrer que a fonction des U est un opéra- 
teur pour les V fonctions des U , il suffit de démontrer 
que les égalités (1) sont vérifiées même dans le cas parti- 
culier où fp et (pp.sont constantes, pourvu que l*<mjinbr6 
'fnft J'f soit une fonction générale des U. Pour s'en convaincre 

/ il suffit d' observer que les éléments variables a de la 

classe V peuvent être exprimés linéairement par des élé- 
ments fixes avec des coefficients (nombres) variables. An 
contraire lorsque inp , fp , fP sont constantes les égalités 
(1) prouvent la propriété considérée de œa avec a con- 
stante mais non pas lorsque a est une fonction des U (*). 



(*) Si M est un vecteur fonction du point P, 
arbitraire fonction de P, peut-on poser 
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II importe d'autre part de se rappeler que: une fois 
prouvé , moyennant les égalités (1) et de la manière que 
nous venons rf* indiquer, que a , ^ sont des opérateurs li- 
néaires fonctions des U, pour les V fonctions aussi des U, 
la condition 

sera démontrée vraie si l' on a 



Oq étant un élément arbitraire de V même indépendant 
de p (constante). Il en eat de même de la condition 

« = 0. 

Nous devrons appliquer bien des fois le théorème sui- 
vant relatif à des fonctions de points et de vecteurs. 

Théobèmb. — Soit f[P,a] un élément d' un système 
linéaire fonction du point P et fonction linéaire da vec- 
teur a , P variant dans un champ continu à trois di- 
mensions et U (tans le champ total des vecteurs indépen- 
dants de P (constants). Dans ces hypothèses : il existe un 
seul opérateur vectoriel « , fonction seulement de P , tel 
que lorsque a est un vecteur constant ai-bitraiie on ait : 

f(P,a) = xa. 



une 



En particulier : si f{P,ft) est un vecteur, alçrs x est 
homograpliie .' 61 f[P,n) est un nombre, alors se est de 
la forme x = uX , c est-à-dire qu' on a 

f{P,a)=ux «, 

u étant un vecteur (uniooqiiement déterminé) fonction de 
P seulement. 



p èlanl une Jeomof/raphie fonction lie u ? (Voir Ghap. II , § 1 et aui- 
vauts). La première des égalités (1) est vérifiée ; mais si m n' est pas 
une oonataatu on a, en général, 

djmir) . d^ 
dp ^^ ^dP **' 
et par snite ei la seconde des (1) u'eat pus vraie l'komographie vecto- 
rielle ^ de la formule \a) n' existe p<ts. Si m est une constante on 
parviendrait à une concluitioii opposée (voir Appendice, VI). 
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Dém. — Si a, b, e sont des vecteurs constants non parallèles 
à nu même plan, l'opérateur vectoriel o, fonction de P et de a,b,e, 

tel que 

(1) <ut^f{P,a), ab = /{P,b), ac=./{P,c), 

est déterminé. 

Si nt est un vecteur constant on a, a, b, c étant des nombres 



m=iaa + bb + cc; 
/[P,a) étant linéaire par rapport à a, des relations (1) on a 
(2) f{P,9n) = am. 

En changeant les vecteurs a, b, c, on détermine d'une ma- 
nière analogue 1' opérateur vectoriel a' tel que 
(2') f{P,m)^<x'ni; 

mais des relations (2), (2') on déduit a = a' par rapport au champ 
des vecteurs constants, c.-à-d. o est une fonction du point P. 

Si f{P,u) est un vecteur, alors a est une homographie; parce 
que a est un opérateur linéaire entre vecteurs et vecteurs. 

Si fiPjtt) est un nombre , alors aa est aussi un nombre et en 
vertu d' une propriété connue (Int. au Chap. I , n. 9 , Lemme) on 
a a=MXi ** étant un vecteur fonction de P seulement. 



2. Limites. 

Si f'p est un F fonction de l'élément p qui varie dans 
un champ S appartenant à la classe U, on peut considérer 
la limite vers laquelle tend fp lorsque p variant dans S tend 
vers un élément déterminé p^, de S. Sî les U et les V font 
partie, comme nous 1' avons supposé, de deux systèmes li- 
néaires à «1 et n dimensions , il suffit de considérer les 
coordonnées de p et de /p pour réduire la détermination 
de la limite considérée à la détermination de la limite 
d' un nombre complexe fonction d' un nombre complexe. 
H en est de même pour une fonction f[p , q, ■ ■ ■) de deux 
ou plusieurs variables. II est toutefois nécessaire de dé- 
montrer que la limite ainsi obtenue est indépendante des 
éléments de référence choisis dans les deux systèmes pour 
avoir les coordonnées de p et de fp. 

Pour des éléments géométriques, comme ceux que nous 
avons toujours considérés dans le Chap. I et que nous con- 
sidérerons dans tout le cours de ce livre , la forme artifi- 
cielle des coordonnées peut être tout èi fait évitée. 
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II est surtout important de considérer le cas où U soit 
la classe des points et V la classe des nombres réels , ou 
des vecteurs, ou des points, ou des homographies. 

Soit Wî un nombre réel fonction du point p variable 
dans le champ S ; m,, un nombre réel indépendant de p ; 
Pu un point de ïi indépendant aussi de p. On dira C[ue : 
si p varie en S et tend vers Pf,, le nombre m tend à m^, 

lim tn = mf, , 

qnand : ayant fixé arbitrairement le nombre réel positif 
h (aussi petit que Pon veut), il existe toujours une sphère 
de centre Pf, telle que, dans les points p^, inlé7-ieu}'S à la 
sphère et appartenant à 2, le nombre m prend des valeurs 
nif qui diffèrent, en valeur absolue, de w^ moins que h. 
Soient, maintenant, u, q, f. respectivement un vecteur, 
un point, une homographie, fonctions du point p variable 
en S. On dira que 

lim u^= Uf,, lim 9 = Çy , lim a = «q 

p=Po p=Pt r=n 

quand : de quelque manière qu'on fixe le vecteur a et le 
point 0, indépendants de p, on a toujours : 

lim{wX«) = «oX**) li°i (î — 0)=9n— 0, lim (<«() = x^a. 

p=po p—Fo p=Pn 

On procède d'une manière analogue pour les fonctions 
de plusieurs variables. 



3. DifTérentielles. 

Soit fp nn V fonction de l'élément p qui varie en un 
champ £ contenu dans la classe U. Si u est un élément 
de la classe diff U, on appelle différentielle de /"p par rap- 
port à u, la 

(a) lim riP+H-rp 

où le nombre h varie de sorte que p-\-hu appartienne à S. 
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Si / eat r identité, alors de la (a) od a : 

" différentielle de p par rapport à m „ ^ m ; 

c'est-à-dire: chaque élément de la classe difff/ est une 
différentielle de p. 

En suivant la notation usuelle de Leibniz nons indi- 
querons par 

dp, 8p, âp, . . . 

deH différentielles arbitraires de p, c'est-à-dire, des éléments 
arbitraires de la, classe diff fj. Les différentielles dépendan- 
tes de fp, définies par la relation (a), nous les indiquerons 
respectivement par 

difp), 8(/p), &{/î»), ... ; 

c' est-à-dire .on posera 

d(/p)-lim ^"' + y-^'' 

)-rp 

■ ■ ■ (•)■ 



Les propriétés que nous allons énoncer sont très im- 
portantes. 

a) Si, dp, Sp étant des différentielles arbitraires de 
p, et m étant un nombre réel, on prend 

dp + Sp, ou bien, mdp, 



(*| NouB observoua que d, 6, 0,. . , ne sont pas des syniboles fiaes, 
parée que les détinitiooa (6) ne eont pae homogènes (conformément à 
l'uBftge commun). Par les (6) noua entendons seulement d'établir une 
eorreupondunce de forme entre une différentielle arbitraire de p et la 
diffèreniielle dépendante de fp. 

Si U eitt la classe des nombres réels , alors difp) est la difTéren- 
tielle ordinaire par rapport k dp; ai dp = 1 , alore d(fp) indique la 
dérivée ordinaire. Cfr. G. Pbano, Calcoîo geometrico . . . 1888, p. 151, 
mais seulement pour les systèmes linéaires. 
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comme différentielle arbitraire de p, alors la différeatielle 
dépendante dé fp est 

d(/p) -f X(/p), ou bien, md{fp), 

comme on déduit facilement de (fe). 

b) Lea différentielles successivea sont , en général , 
commutables, c' est-à-dire 

dS(/p) = Sd(/p). 

n) Si a, b sont des éléments, fonctions de p, appar- 
tenaot à deux systèmes linéaires et Q ^^^ '^ symbole (in- 
diqué, ou sous-entendu comme dans le produit fonctionnel) 
d' une opération distributive par rapport à la somme et 
telle que aQb soit uq élément d'un système linéaire, alors 

diaQb) = {da)Ob + aQidb). 



4. Différentielles partielles. 

Soit f{p, q,r,.. .) un V fonction de n éléments de la 
classe U qui varient indépeiidamuient l'un de l'autre dans 
le champ ïi. 

Fixons une différentielle arbitraire, par es., de p, et 
soit dp. La différentielle dépendante de /, eu supposant 
g, r,... constantes, sera indiqué par 

et on l'appellera différentielle partielle de /"par rapport à dp. 
Pour la différeotielle totale de f, 

df{p. q, r. . . .) 

dépendante des différentielles dp , dq , dr , . . . on posera , 
) dans l'Analyse, 

df=d^f+d^f-\-drf+... 
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5. Dérivées. 

Soit a^fp un V fonction de l'élément p qui varie 
dans le champ I. 

On appellera dérivée de a par rapport à p, et nous 
l' indiquerons par le symbole de Leibniz 

da , , d 

-;— , ou bien -r—U, 
dp dp 

,ZiL 1' opérateur linéaire qui jouit des propriétés suivantes : 
^fj ' 1° Si on 1' applique à un élément quelconque de la 

classe di& U appartenant à S, il donne un V déteminé. 

2" Si on 1' applique à une différentielle quelconque 
dp , Sp , âp , . . . de p , il donne la différentielle correspon- 
dante de a; c'est-à-dire 

rfa . , da ^ 

—-dp = da, -—sp = 
dp "^ dp ' 

- Si l'opérateur — existe , il est unique , car dans le 

champ S on peut considérer autant de différentielles , 
non associées linéairement, qu'il y a de dimensions dans 
le système linéaire auquel V appartient (cfr. Int. au Cha- 
^.V-f pitre I, n. 4). 

Si les classes U, F coïncident avec la classe des nom- 
bres réels, alors -;— est la dérivée ordinaire, 
rfp 



^•>) On a (n. 3) 

da , j . , da , 

— (mdp) = mda = m-r-dp; 



s éléments de difl' U et les éléments de V. 



:, il est réellement un opérateur linéaire entre 
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. y, et on a ainsi les dérivées ot'dinaires des éléments (*) 
d'un système linéaire fonctions d'un nombre. 

Il y a quelques règles de la dérivation ordinaire qui 
subsistent ; par ex. ; 

— ^0 dans tont S, exprime que a^cost., 

d{a + b) _da db 4{tà) ^da 

dp dp dp ''dp dp ' 

d{ma) da ,, , , ^ ^ 

— ; — =»i-T— , m étant un nombre constant, 

dp dp ' 

-r- = —, — r— 1 H étant fonction de n et p fonction de o. 
dq dp dq ^ ï- f •£ 



6. Dérivées partielles. 

Soit a^ /\p, q. r, . . .) un F fonction de n éléments 
de U variables indépendantes dans le champ S. 

Les dérivées partielles de a par rapport à p, q, r,. . ., 

da da^ da 

Sp ' 0q ' dr ' ' ' ' ' 

sont les dérivées de a (n, 4) en supposant seulement va- 
riable p, ou g, ou r, . . . et les autres éléments constants. 

Ces dérivées partielles sont encore des opérateurs entre 
diff U et les V. 

Pour la différentielle totale da de a on a , comme en 
■ Analyse, 

8a 
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On a aussi les propriétés suivantes : 

da da dp Sa da dp 

8u dp du ' Sv dp dv ' ' ' ' ' 

avec a fonction seulement Ab p , p étant une fonction 

des nombres u,v,... 

da da du da dv 

dp du dp dv dp 

avec a fonction des nombres u , v , , oeax-ci étAnt 

des fonctions de p. 

da da dp da dq 

dx~ dp dx dq ^ 

avec a fonction de p,q,.. ., ceux-ci étant des fonctions 

de l'élément x qui est ou un U ou un nombre. 
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CHAPITRE II. 

FONCTIONS DE POINTS ET LEORS DÉRIVÉES 



§ 1. Généralités 
sur les dérivées par rapport à un point. 



31. Dérivées de points, vecteiù's et homographies. 

Soit P un point variable dans uq champ, continu , S 
à trois dimensions , et soient : Q un point , u un vecteur 
et a. une homographie vectorielle, fonctions de P. 

Les dérivées de Q, «, a par rapport à P sont, comme 
fl^(ffi nous savons {Int. au Chap. II n. 4), les opérateurs linéaires 



(») 



dQ du du 
dP' dp' dP 



qui, appliqués k la différentielle arbitraire (vectenr) SP de 
P, donnent la différentielle correspondante Sa, Sm, Sa de 
Q, u et X, c' eat-à-dire 

[1] §Si.=M, pP.^, pP.^. 

Lorsque ces dérivées existent, elles sont univoquement 
déterminées, au moins à 1' intérieur du champ ^ , puisque 
dans ce champ on peut toujours donner trois différentielles 
{vecteurs) de P non parallèles à un même plan. 

Il est très important de tenir compte de l'espèce des 
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operateurs {a) ; s&ua cela on court le risqae de tomber 
dans de graves erreurs (•), 

Les dérivées de p«wts et de vecteurs par rapport au 
point dont ils sonl foHCtiotu, sont des bonographies vecto- 
rielles. 

4)1^ Dém. — Snîvant la définition de dérivée (InL n, n. 5) -^ opère 

seulement sur ja classe AiS point, c'est-à-dire snr la classe des 
vectears , ponr donner aussi un vecteur; de même pour -^ . 

En outre -^ , -^^ sont des opérateurs linéaires (Int. II, n, 5) 
et par suite ils sont des homographies. 

Il faut noter que la dérivée d'un point pent toujours 
se réduire à la dérivée d' un vecteur ; parce que, si est 
un point âxe, on a toujours 

dci d{a - 0) 
^^' Jp dP"'- 

La dérivée d'une homographie, par rapport au point 
duquel elle est fonction, est iin «pérateor linéaire entre 
vtet9urM et homographie». 

Dém. — On le démontre comme le précédent. 

Sous une autre forme (et il faut insister) : 
Si X est une homographie fonction du point P et ne 
est wn vecteur arbitraire, alors : 

i -r^ est un opér. lin. entre veeteara et homograplùmM 

™ 1 

/-jpic est une liomographie vectorielle. 

£n particulier (et il faut aussi fixer sou attention sur 
ce point) : ' 



(*) Par ex., on peut former des opérateui-s qui, c 
l'on emploie habituellement, ne satisfont pas aux 
générales des opérateurs f'onctiooaela. 
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Si m est un nombre l'éel fonction du point P , et x 
est un vecteur arbitraire, alors : 



w 



X est un nombre réel. 



32. Dérivée par rapport à one direction donnée. 

Si h est un point, ou un vecteur, ou une homographie, 
en général un élément dérivable par rapport à P , et u 
est un vecteur unitaire, fonction ou non de P, alors 



Dém. — Si à la différentielle dP on donne la direction u, 
c' est-A-dire ou pose 

dP = eu, 
alors on a, e étant un nombre réel, 

dh dh 1 ^^ dh 

dp'' = dP-l^^=—' 

et pniaqae la valeur absolae de e est le module de dP (u étant un vec- 
teur unitaire), — est, précisément, le rapport entre l'accroissement 

de h et l'accroissement de la variable indépendante (P) dans la 
direction de m , ou bien " la déiHvée de h par rapport à la direc- 
tion u „ (*). 



(*) La forme ordinaire conventionnelle da premier membre de 
la[ljeet -j—; mais du (même en posant dP^du.u) n'est pas su- 
sceptible de détinitioD formelle. Dans le Cbap. III noua ferons usage, 
quelqtt^oie, de cette notation abrégée , mais il est sousentendu que 
c' est la [1] qui a une valeur effective. 
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33. Dérivée i' un produit vectoriel on Intérieur. 

u, V, w sont des Tecteurs fonctions dn point P, on a : 

du 

~dP ""3P~"'"5? 



[1, -^'_„A^-»A 



|21 



j d(mod M) l„du ( u 

[ dp ~\ dp ^Md« 

d(«/\£Xw)_ 



K 



g(»A")|x + iK^(«,A»)jx + }K|^(„A«)!x. 



îjr' 



• [1]. 


- On a 


{Int 


n,„.^) 










dP = 


<j(«A«)= 


«Ad« 


-«A* 






= 


("A5P 


-«A 


S)- 



qui, dP étant un vecteur arbitraire, démontre la [I]. 
Dém. [2], [2'], — Dn théorè me de_ commutation on a 

uXdv + vXdu = uX%dP + vX%dP 

qui démontre la [2] , dP étant arbitraire. Lea [2'] sont des coneé- 
queucea immédiates de la [2]. 

Dém. [3]. — On la déduit aussitôt des formules [1], [2]. 
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34. Dérivée d'une homographie axiale et d'une dyade. 

Si u, V sont des vecteura fonctions de P , on a , x 
étant un vecteur arbitraire : 

,,, à{uA) (du \ . 



(miu,v) 



,n, «^\«.,t-; „/ dv \ , „[dU \ 

Dém. — Les (1), (2) deviennent des identités différentielles f 
mettant dP à la place de x. 



35. Dérivées des fonctions I,, V, D, K d'nne homo- 
graphie variable. 

En nous rappelant que I^, Y, D, K sont des opérateurs 
(constants) pour les homographies et qu' ils sont distribu- 
tifs par rapport à la somme (ils sont aussi linéaires) , les 
formules suivantes sont évideutes. Nous les écrivons sons 
deux formes pour plus de clarté. Dans ces formules , a 
est une homographie et x est un vecteur arbitraire : 



' ' dp ^\dP 



!SM„_,&».\. SA, 



[2) 



dP " ^Up )' dP 



PI ^"-^[dp")- dSr-^dP 

" dP " '%IP'']' dP ^dP 

Il faut observer que lea Becouds membres de la seconde 

forme n' indiquent pas, l'invariant premier, le vecleur, la 

da. . , 

dilatation, la conjuguée rfe -rp , ce qui n'aurait pas de sans 
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coatraire, selon les lois générales da produit fonctionnel des 

op^ratenre , le produit de 1' opérateur -rp , respectivement, 

par Ij , V, D , K, ainsi qu' il est exprimé, sons une antre 
forme, par les seconds membres des premières formes {*). 

36. Dérivées de produits fonetloimels. 

Si a , p sont des homographies et u est un vecteur , 
fonctions du point P, les formules suivantes, dans lesquel- 
les X est un vecteur arbitraire, subsistent : 

... d(aM) du , /da \ ,„, 



[2) 






PI ■w''—'-[cip''r 

car elles se transforment en des identités différentielles en 
mettant dP à la place de x. 

Ainsi , si «„ et ^g sont des homographies constantes , 



m d(«oM) _ dM 

^ ' dP "dp 

[2'] ^M^pd^L 

sans avoir besoin du vecteur général x auquel s' applique 
1' opérateur. 



(*) Il est nécessaire q^ue le lecteur fise son attention aar cea no- 
tations q^ui sont toujours sujettes aux mimes lois formelles, et qu'il 
les compare avec lea autres notations connues. 



.ï Google 



De plus : si dans la relation [1] on mat à la place f 
M le vecteur constant a, on a la formule 



[l'i 



d{<ta) 



dont on fait un usage continuel. 
Si V est un vecteur et 



(") 



dv 



alors, u étant un vecteur arbitraire, on a toujours: 
.., d(xu) du , dx 

'*! liP -"5P + 3P""' 

qui en particulier, si a est un vecteur constant, donne 



Dém. — En vertu de la relation (a), de la relation [1] et de la 
réversibilité entre dérivée et différentielle, on a 



d(au} ^ adu + da.u ^ aâu + - 



d'où il résulte de suite l'égalité [4]. 

H importe d' observer explicitement que : même ai a 

est nn vecteur constant, les deux homographies 

sont en général distinctes; elles coïncident si ix est la dé- 
rivée, par rapport au point P, d' un vecteur et nous ver- 
rons (n. 68) qu' elles ne coïncident que dans ce cas. 



(») Nous démontrerons au Chap. III (a. 68) que la (4) et la (4') /*• '3^ 
e Bttbeiatent que dans le cas (a). 
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§ 2. Généralités sur les opérateurs différentiels 
du premier ordre rot, div, grad, Bot. 



37. Définition des opérateors rot, div, grad, Bot. 

Si u est un vecteur, fonction du point P, nous appel- 
lerons rotationnel de u et divergence de u, par rapport 
à P, et nons les indiquerons par 



rotpU , divj4f , 

respectivement le vecteur et le nombre réel qui sont i: 
finis en mettant 



[1] 

[2] divpM = Ij 



dP 
du 
dp' 



Si X est une homographie, fonction du point P, nous 
appellerons gradient de » et rotationnel de », par rapport 
à p, et nous les indiquerons par 

gradpx , Botpx , 

respectivement, le vecteur et l'homographie fonctions seu- 
lement de p, qui sont déterminés par le'ïconditions eui- 
vantes, x étant an vecteur arbitraire : 

rai j vy T I rf(K«x) _ dX ) 

[3] gradua X «^ = î. j -~^p- ~ Kx.^ ] 

[4] ,Rot^).=.2VJ^'-.gjn. 



(*) Cfr. Appendice IV. Notons qn' il serait illogique d'écrire rot a 
au lieu de Bot a , quand on veut donner à rot (comme ou fait géné- 
ralement) la eigniflcation définie par la [1]. Pour l' analogie entre 
rot et Kot, voir la, [4] du a. 38. 
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Lorsqu' il ne peut pas j avoir d' équivoqne nous snp- 
primerons l'index P dans les symboles définis par lea re- 
lations [l]-[4] et nous écrirons simplement 

rot M , div u , grad a , Rot «. 

Il est maintenant nécessaire de montrer eous quelles 
conditions ces nouveaux éléments existent et que, lorsqu'ils 
existent, ils sont univoquement déterminés par les con- 
ditions [l]-[4]. 

Si u est un vecteur fonction de P , et si l' homogra- 
phie -Tp existe, alors le rotationnel et la dioergence de u 

sont respectivement un vecteur et un nombre réel fonc- 
du 
' dP ' 
et de P) et univoquement déterminés. 

Dém. — Cela résulte immédiatement des [1], [3] en tenant 
compte que I, et V produisent , quand ils sont appliqués à une 
homographie , un nombre et un vecteur fonctions seulement de 
l'homographie et univoquement déterminés. 

Si a est une homographie fonction de P, et l'opéra- 
teur (entre vecteurs et homographies) -Tp existe , alors 
grad a , Rot a sont respectivement an vecteoT et iine ho- 
mographie, fonctions de -Tp seulem£nt (et par suite fonc- 
tions aussi de HL et de P) et univoquement déterminés. 

Dém. — Pour abréger l'écriture posons (efr. n. 48) 

et observons que [n. 36, (1)], y étant un vecteur arbitraire, 

Si i,J, Je forment. un système orthogonal-unitaire- dextrorsum 
(fonction de P aussi) on a des relations [3] et [i] et de formules 
connues 
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(a') (Eol.). = 2VS(a,ai) = iAS(cv»)< + . . . 

-<A(^,).+... = (<Aè.+..>; 

leequellea, x étant arbitraire, donnent 

Bonc^si-rrr existe, alors il esiste aussi au moins un veclew , 
dp 

grad a, et une homographie. Rot a, fonctions de -r=- et du système 

*-J, ^, qui satisfont, ai x est arbitraire, aux formates [3], [4]. 

II nous reste à prouver que giad a et Bot a sont univoquement 
. déterminés , c' est-^-dire sont indépendants du système t, J, k. Si 

Y' w 1 P sont les valeurs de grad a et Eot a parf rapport au système 

/ i'i J', k', par les formules [3], [4], nous aurons alors 

gradaXiK^MXa;, {Rotapc=pac 

et, par suite, 

(grada — m)X»' = 0, (Eota — p)a! = 

qui donnent précisément, x étant arbitraire, 

u = grad a, p = Rot a {*). 



(*) Observons qn' en vertu de ce que nous avoua dit au n. 81 , 
grad a , donné par la (b), est pTéoieément un vecteur et Bot a , donné 
par la (cl, est nne homographie. 

Observons encore que, si dans la [3] on avait mia dana le second 
membre a au lieu de Ka (comme il aemble qu' on devrait &ire par 

analogie avec la [4]), alors grad a serait une fonction non paa de -r^, 
maiB de -j^ . 
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(B) 



— 73 - 

Il résulte de ces théorèmes que: rot, div, grad , Bot 
sont des opérateurs (dod lÎDéaires comme nons le verrons) 
univoqttement déterminés (ai nous admettons l' existence 
des éléments rot u, div u, grad a., Kot a). 

Il est indispensable de bien se rappeler que 

[ rot est un opérateur entre vecteurs et vecteurs, 

I div „ „ f, vecteurs et nombres, 
] grad n n n liomographies et vecteurs, 
f Rot „ „ „ homographies et homogr. 

H s' ensuit que : rot et Itot admettent les puissances 
positives d' un ordre quelconque ; mais ils n'admettent 
pas les puissances négatives parce qu'ils ne sont pas ré- 
versibles. 

Pour div et grad on ne pent pas parler de puissances. 

II faut en outre se rappeler, comme il résulte aussitôt 
des relations [l]-[4], que 

(6) rotconst.=0, dLivconst.^=0, gradcons/.^), S^tconst.=^. 



38. Différentes expressions de rot, div, grad, Bot. 

Si u est un vecteur, a est une homographie fonctions 
de P, nous aurons le^ formules suivantes , dans lesquelles 
dP, ZP sont des différentielles arbitraires de P, a est nn 
vecteur arbitraire mais constant, et x, y sont des vecteiirs 
fonctions de P. 

[1] rotuXdPA^P=<iuX^P-^uXdP=d(uXSP)-KuX<iP) 

[V] rotMXa'Aî/=(^«')xi.-(^)x!r 

[1] (rot«)A-jp-K3 



dP dP 



(«'-D 



IdP" 

[2'] divit = jgrad(w X«) — rot(M/\o)|xa, («* = !) 

[8] gradue xa = div (Koa) 
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\ i, J, k 4taiit an système etc. toaction de P 

f i, J, k étant un système etc. constant 
, ( grad a. = (div Kx«)« 4- {div K«>y + (div K<dfc)Jb 
I i, ^, £ etc. constant 
({Eot<«)« = rot(««) 
f (Kot'*a)€C = rot'*(M{), n étant nn nombre entier positif 

m KEotK.(«Aj/)-(|îi«)y-(|iw)«^ 

[ i, J, & etc. fonction de P. 

Les formnles [l]t-[3|, [4] sont très importantes et re- 
marquables, parce qu' elles permettent, dans plusieurs cas, 
de calculer rapidement et simplement rot u, grad a.. Bot a. 
sous une forme beaucoup plus simple que celle qui est 
fournie directement par les définitions du n. 37 (et, il im- 
porte de r observer, indépendamment du système i, J, k). 

Le [1^ , [4') permettent dans plusieurs cas de calculer 
jyflj rapidement rot u et Bot a , conune la [2j du n. 8 permet 
d« calculer 2V« (*). 



(*) Notons que la [4] justifie la notation Kota, analogue à 
rotu; tandis que la [3] prouve clairement que la notation (de Yoiot), 
div a au lieu de la nôtre grad a, n'est en aucune manière justifiable. 

Notons encore, à l'égard de la [4"J, que m.ême si i, J,le sont des 
constantes, Bot a est toujours une homographie bien différente de 

En effet si on applique ji à rfP on a 

ydP = i/\d{ai) +... = #AC*»)* + ■ ■ ■ = 2V(du) = 2d{Va) 
et par conséquent 
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Wm. [1], [1'], [!"]. — D'après la formule [1] du n. 87 et la [2] t.i» 
da n. 8 on a ' 

= duX^P—àuX'iP 
qui donne la première forme [1], d'où vient aussi la seconde en ob- 
servant que d(iP = 6dP. 

La (1'} résulte de la (2) du n. 8 et de la définition de 1' opéra- 
teur rot. La (1"| résulte de l' identité a — Ka,=:2Va/\. 1 
Dém. [2], [2']. - D'après la formule !^ du n. 37, la (X) du n. 33 tljl 
f^if^ et la (2) du n. 23, on a ' j 



\^ du dui ... , , du 

= -P'5F-3?i»=-<'"'">' + 3F°' 
d'où, en multipliant (X) pw « et en tenant compte que a' = 1 et 
que div u est un nombi'e, on a la formule [2]. 

Si a, b sont vecteurs constants on a (n, 37, [3], [2]): 

j grad (w X «) i X 6 = div (w X «*) = div } H(o,6)uj 

= l,H(K§„.a) = (K^„)xo, 

d' où, b étant arbitraire, il résnite que 

(o) graa(»X<.l = Kg«. 

D' après cette formule on a, 

grad(«X«)X« = (K^«)xa=(Jo)x«, 

qui, par la [2], démontre la [2']. 

Dém. [3], [3'], [3"], [3'"]. — La [3] résulte aussitôt des formules 
[3], [2] du n. 87 en mettant le vecteur constant a à la place de x (*)■ 



(*) On peut prendre la (8) pour définir grad a et c'est, au fond, 
la définition absolue de grad a donnée par "M.. T. BoGOio (Bibliogra- 
phie, n. 6). 

De la [3] ou peut déduire la [S] du n. 87. En effet on a 

^ ' . ' dp *'H dF ^■ = »„iT^ dp -'«_„™,.i 
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Noas avons déjà obtenu la formate [8"] dans la démonstration 
du dernier théorème du a. 37. 

La [3"] résulte de la [S'] en observant que , si i est on vec- 
teur constant, 

d(a^ _ 

dP \dP ' 



'-i = ['^i]*- 



La [3"'] est la forme prise par l' identité 

grad a = grad oi X *•< + grad « XJi + grad a X fc.* 
en vertu de la [3]. 

Dém. [4], [i'], [4"]. — La première des formules [4] (•) se dé- 
duit tout de suite des [4], [1] du n. 37 en mettant a à la place de 
X, et la seconde se déduit de la première par induction^ 

Pour la [4'] on a, en appliquant des propriétés bien connues: 

ttH**^{jh^ l); j K Kot K«(!cA V) î Xa = (Rot Ko») X «> A» = 

ft;,/'-»r;/''/M-„.,K™)x«A»=(S|2).)x„-(a^„)x«== 

(fe"')")X!'-!(w'')»)X'» = 



/«•W !(^'«)''-(sF<')*!x'' 



qui démontre la formule, a étant arbitraire. 

La [4"] a déjà été obtenue en même temps que la [3']. 



39. Gradient d'an nombre et dérivée dn mnltiple d'an 
vecteor. 

Le gradient d'un nombre (ou mieux d'une homotkétie 
vectorielle) fonction du point P,jouit de propriétëa remar- 
quables qui n'appartiennent pas au gradient d'une homo- 
graphie générale. Ces propriétés sont exprimées par les 
formules suivantes , dans lesquelles m est un nombre fonc- 
tion de P, et u est un vecteur arbitraire. 



(*j TandiB qu'on peut prendre la [3] comme définition da grad a, 
ainsi que nous l' avons observé (note précédente) , on ne peut pas 
prendre la [4] comme définition de Rota, parce que la [4} ne peut ja- 
mais donner (Bota)3; ai x n'est pas constant. 
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OÙ bien suus une forme dépesdaDte de u, 

UT ^M = gradmX« • 

[2] dm = grad m X dP 

(3] V ^S^ ^ (^S^ est une di7aïa(.o«] . A 'jl^jT^'^y 



Déni, — Si « est un vecteur constant, alors il existe (Int. U, 
n. 1, Théor.) un vecteur w, fonction de P, tel que 



D'après la formule [2] du n. 33 et la formule (a) de la Dém. [21 
du n. 38 on a, 

i = ^' = (''i«)X-|«™^(«X.>|X = gr.d„X 

ce qoi démontre les formules [1], [1']. 

La formule [2] se déduit de la formate [1] en mettant dP à la 
place de u. 

D'après la [1] du n. 38 on a 

2V '^^^'^ X riPA^i* = rot grad m X dP/\&P 

= d(grad m X 6P) — Ô (grad m X dP) = dôm — Mm — 0, 
ce qui démontre la [3]. 

3râce & la propriété [IJ on peut exprimer la dérivée 
du multipld d' un vecteur sous la forme suivante qui est 
féconde en applications remarquables. 

Si m est un nombre et u est un vecteur, fonctions du 
point P, on a 

^^ dP^ ^dP'^ H(grad m,u). 

Dém. — Si a; est un vecteur arbitraire on a: 

dimu) du . /dm \ du , , , , 

~^x = m^^+[—^)u = m^^ + gr^dmX^.u 

= ! m^ + H(grad «i,m) U, 
ce qui démontre la [4], x étant arbitraire. 



j m, fi" 
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MS. DifférentieUes. 

Les opérateurs rot , div, grad , Bot sont oommatables 
avec la différentielle ; c'est-à-dire qae, si il est an reotear 
et a. nne homograpbie, oa a las ibrmul»: 

[1] ii(rot«)— rot(dM) 

[2] d(divM) = div{dM) 

[3] d(grad«) = grad(da) 

[4] d(Kot a) = Rot (d«) 

auxquelles on peut donner la forme suivante , a, étant un 
vecteur constant : 

f,,, d(rottt} , /dw \ 

,„,, <i(gr.d ») , /■di ■! 

Si 1* est un vecteur fonction de P, pour la différen- 
tielle du de w on a les deux formes suivantes, très utiles 
dans les applications : 

[6] du •= (rot M) A dP + ( K ^]dP 

[6] d«= i (roti«)AdP+ (d ~)dP. 

Dém. — Les relations [l]i [4] se démontrent en observant que 
d est commutable avec I,, V, -r^-. 

Les relations [l'H^'] ^^ transforment dans tes précédentes en 
mettant dP à la place de a. 

Des identités 

a = Ka + 2VaA= Da + Va/\ 
on dédnit les [5], [6]. 
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% 3. Principales propriétés 
des opérateurs différentiels du premier ordre. 

41. Opérateurs rot , div, grad , Bot appliqués à des 
sommes et à des produits fonctjonnels. 

Si M, V sont dea vecteurs, *, p sont des homographies 
m est un nombre, fonctions du point /*, on a : 
(rot(i« + tJ) =i-otî* + rotv 
] div {u + v) = div u + div v 
! gcad (» + P) = grad a + grad ^ 
( Rot (« + ^) = Itofc « + Rot p 

irot{mu.) = »irotM-f-gradm/\w=mrotiH-(Rotm)M 
div {mu) =" m div u -+- grad m X ** 
grad («la) ■= »« grad « + « grad m 
Rot(mK) -=??îRota4-gradm^ii^mRota+(Rotm)a 

' ""'' -(Eot..)» 
Si a esf commutable avec t/p, c'esï-à-di're si 



j grad (Pa) = p grad « + « grad p 
' ' I Rot(pa) = (Rot a)P + (Rot p)« (*). 

Si i, J, k est un système orthogonal decetrorsum con- 
stant, alors 



15] , 



(•) Cfr. Appendice T. 
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— 80 — 

Les relations [1] expriment qae rot , div , grad , Rot 
sont des opérateurs distributifs par rapport à la sonime ; 
mais ils ne 'sont pas linéaires , ainsi que 1' expriment les 
formules [2]. H est intéressant de confronter l'analogie de 
forme entre la première et la dernière des [2] (*] , et de 
comparer les [4] aTeo les deux dernières des [2]. 

Dém. [1]. — En remarquant que V, Ii, -^p sont des opérateurs 

distributifs par rapport à la somme, des formules [IH^l d° n. 87 

on déduit aussitôt les [1]. 

Dém. [2]. — En appliquant 2V et I, aux deux membres de la 

[i] du n. 99 et en tenant compte des [1], [2] du u. 37 on a aussitôt 
Ifil' (n. 12) les deux premières (excepté la 2^ forme de la première). 
' Si a est un vecteur constant et si on se rappelle les [3], [4] 

du n. 38 et les deux premières que nous venons de démontrer, on a, 

grad {ma) X « = div I m(Kaa) } = m div (Km») + grad m X Ko» 
= (m grad a + a grad-m) X « i 

j Rot (ma) j « = rot j m(aa) j = m rot (aa) + grad m /\oa 

= I m Rot a + grad m/\a. j a, 

qui, a étant arbitraire, démontrent les deux dernières (excepté la 
2' forme de la dernière). 

Pour les secondes formes de la première et de la dernière , il 
suffit de démontrer que (n, 44, [1]) 

Rot m = gradiM/\. 

Dém. [3]. ~ Ce sont les formules [3], [i] du n. S7 écrites sous 
une autre forme et où l'ou tient compte aussi des [1], [2] du même 
numéro. 

Dém. [4], — De l'hypothèse o-dp = dp.a on a 

d(pa) = dp.a + p.da = a.dp + p.da 
d(ap) = du-P + a.dSS= dcuP + dp.a 

et par conséquent, a étant un vecteur constant, 



")» + {| 



(*) Deequelles il n' est pas permis , en imitant les procédés de 
GiBBH, de déduire, par ex., qae les homographies sont des Teetenrs sym- 
boliques I (Cfr. Appendice YI). 
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D' après la (a) et la [3'] du n. 38 on a 

=M(ê<)'+-l+°i(i')'+-l 

= P grad o + a grad p. 
D' après la (&) et la (4") da n. 38 on a 

R.t(.K = <Ag^<)p + ...+ ,A(g,<). + ... 

= (Rota)p + (Rotp)ci. 
Dém. [5]. — On les déduit anssitôt des [8'], [4"] du n. 38. 

42. Opérateurs grad , Aiv, rot , appliqués à des pro- 
doits intérieurs et à des produits veetoriels. 

Si M, V, w sont des vecteurs, fonctious de P, on a : 



grad(MAï'X«')=K^(ï'A«')+K^(M'A«)+K^(MA«) 



I grad ]{P — 0) X « {/* — 0); = 2D«(P — 0) 

I étant un point et a une homographie constantes 



' div (w/^f) = w X rot M — w X rot f 



[3] ( 



t («A ") = U»^ " ~ ^) " ~ ("^'"^ ** ~ ,(î)* 

— (Eot M/\)» — (Rot v/\)u 



„Google 



Dém. [1]. — En observant que «X* oat un nombre, 
la relation [1'] dn n. 39 



dP 



= igrad(«X«)iX« 



de celle-ci et des [2], [2'], [3] du n. 33 on obtient, x étant arbitraire, 
les formules [1]. 

Dém. [2j. — De la première des [1] et en observant que 



= 1 

(0 étant constant) et que a est constant on a 



d(P~0) _ 
dP 



. gradj(P-Q)Xa(P-0)j = <P-0) + K '^^^ '\ P-0) 
=:o(P-0) + Ka(/'-0)==(a+Ka)(P 0) = 2t)(i(P - 0). 
Dém. [3]. — Eemarquons que 1' on a (n. 33, [1]) 

l|i4^ en appliquant Ij et 2V aux deus membres on a (n. 23) la première 
des formules [3] et les deux premières formes de la seconde. Pour 
la troisième forme de la seconde observons que rot est un opéra- 
teur différentiel et par conséquent 

rot («Af ) = i rot (« A«) \v - ooftst. - 1 rot ("A") !«,»■.«. ! 
alors en vertu de la [i] du n. 38 

rot (uf\v) = (Bot uf\)v - (Rot vA)" (*)■ 

43. Opérateurs composés aa moyea des opérateurs 

I„ V, D, K, Rot. 

Si a est nne homographie fonctiou du point /*, on a : 
[1] IiRot« = — 2divV« 

[2] 2VRota = gradCa 

[2'] K Rot K = Rot a — (gi-ad Gx)/\ 

'HP- 



(*) L' opérateur Bot eat l' opérateur différentiel le plus simple 
pour le produit vectoriel. 
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{4] V Eot K Eot a = - grad div Va 

[6] Eot K Kot (VctA) = (V Rot K Rot «)/\ 

[67 Bot K Eot DiX = D Eot K Eot «. 

Dém. — Si i,J, h est un système orthogonal etc., on a de la [4"] 
du n. 38 et du n. 23 

I.B.t.= _«XTC-?..)-...= -^<X^.-... = -^I.^ 

qui démontre la [1]. 

D'une manière semblable on pourrait démontrer la [2] (et, par 
conséquent, la [2']); mais il est plus simple d'opérer ainsi. Si a,b 
sont des vecteurs constants, on a: /ï? Lé't'b 

2V Rot a X «A* = * X (Bot o)a — a X (Rot a)6 

=s6Xrot(oa) - «Xrot(a6) = div J aA"* — ^A"» i 

= div I KCa(aA*)| = grad Ca X af\b, 

qui démontre la [2] et la [2'], «A* étant arbitraire. 
Eu tenant compte de la seconde. [2] du n. 44 on a 



qui démontre la [S]. 
^3 D. 1. [\j 



2V Sot K Rot a ^ 2V Rot (K Rot a) = grad CE Rot o 

= grad I II Rot a - KRotoj 

qui en vertu de la [1] et de la seconde [Tj du n. 44 démontre la [4]. 
En vertu de formules déjà connues on a : 

Rot K Rot (VaA) = - Rot KC ^ = — Eot div Va 

= - (grad div Va)A= (V Rot K Rot a)A ; 
Bot K Rot Da = Rot K Rot (a - Va A) 

= RotKRota — (VRotKRota)/\=DRotKRota 

qui démontrent les [5], [6']. 
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44. Opérateurs grad , Bot appliqués à qnelqnes ho- 
mograi^ies. 

Soient m , v des vecteurs , m un nombre réel , a une 
homographie, fonctions du point P; on a : 

m 

/ Rot m =■ grad m /\ (*) 



\ grad U^= — rot m 

(2] ! 

J _ , . du ,. ^du ,„, 



' ItotH(M,tî) = H(M,rott7) —v/\K^ 



grad (M A «) = « A g'-^'l * + 2V[«.K ^] 



grad {a. «A) = ^ ï^"^ ^*** — a rot M 

, Rofc(uA«} = H(gradK«,w}-g,«-|cg]a 
Rot («.mA) ^ "■"^- '"' ^ "'' — '^ ^1^^ 



(•) Il importe d'observer que grad m suivi du sjrmfaole de produit 

(X) *><* vrKloriél (/\) , donne lea deux opérateurs aimplea 



, Rotw 



(**) Lea notatiooa simplei gradM/\, RotM/\, gvad o/\ peuvent 
être employées au lieu de grad (m /\), Rot(M/\), (grado;)/\ eaoi don- 
ner lieu à dea équiyoï^uea, parce que lea gronpeineata (gradu)/\, 
(Kot u)f\ , grad (a/\) n' out pas do signification. 
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|6J 



m-, 



, grad -Tp ^ grad div u — rot^M ; grad C -Tp = rot*u 



_ , dM d rot u 

^'Tp dp- 



Rot IC -r=i = div rot tt = 
dP 



m 



i grad Rot a = rot grad a 
I grad K Rot et = 



gradE«-.2V(«.EotK«) (•) 
[ gradBg_0 

[10] gradI,a = grada + 2VRot« 

[U] griid I,« — 2V(«.Eot K« + Bot Ea) 

[12] grad !,« — 2V(Eot En.Ka) — Ei{grad K«). 



19] 



{*) De la démonetration de la formnle [12] il résnite que , si 
l' oa déUni l' opérateur $ , entre homographies et homographies , tel 
que, a, b étant des vecteurs constante, on ait : 

(*aX«Aft) = (^a*)«- (g.a«)6, 

Rot Ea = *a + a(grad Ka/\). . 

Les applications diront s'il eat avantageux d'introduire le nouvel A*/ 
symbole *. / 
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Dém. [1] — La première est déjà connue (n. 39). Ensuite, si a in- 
dique (ainsi que dans les dém. succeasives) un vecteur constant, alors 

(Rot m) a = rot (ma) = grad m f\a 

qui démontre la seconde. 
Dém. [2], — On a ; 

(grad «A) X « = — div (m A«) = — rot M X a, 
(RotMA)<*= rot(i*A'») = — (divM— -j^j a. 
Dém. [3], — On a : 

grad H {«,r) X « = div I H (».,«)«} = div 1 1. X «■« ! 

= V Xo. div « + grad (t- X «) X « 
= (divyrj^Xa + {KUa)x« 

= (div«.«+§«jX«, 

) BotH(w,w)j a = rot 1 H (m,v) a } = rot j w X «■«! 
= M X "^^ ï^t *■ + gf'^d (** X *»)A*' 
= |H(»,rot.)-»AKg}«. 

Dém. [4], - Oa a ; 

grad(«A»)X«=aiv]K(«A»)"t = -'iniK"(«A«)| 

"-^.(K<..«ï^>)-gr.daX.A« 

_ « A gr-a « X « + Il { Ka.aA-^) ; 

mais en vertu de la propriété associative du produit fonctionnel 
et en se rappelant que Ii(pa) = I,(ap) on a (n. 2^), 

i.(K<...A. g)=i.{.A.(i. K.)j=-.rxvr^.K.) 

en substituant dans la précédente ou a la première. 
Pour la seconde, on a d' une manière analogue 

grad (a.MA) X « = div I K(a.MA)« J = - diy (uAKoa) 

= — Eaa X ""ot« + w X rot (Koa) = — a X f'i'otw + w X (fiot Ka) a 

= (K Rot Ka« — a rot «) X «■ 
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Poar la troiBième: 
JRot(«A'>)î« = rot(«A"«) = [div(a«)-^{«-(C^)aa 

=3 grad Ka X **■•* — ( ^p «* ) « — I C ^^ ) aa = etc. 

La quatrième se déduit de la troisième en tenant compte de 
1' expresaion de Rot Ka (n. 43 [3]). 

Dém, [5], [6]. — Le vecteur dP est arbitraire et indépendant 
de P, donc ^] *,lî}flf'iP 

(.r.dKg)x«!/>=dl,(^^.i.) = 

= dlv {du} = dfdiv «) = (grad div «) X liP, 

qai démontre la première des [6]. 

De l' identité connue tw* n l,!i 4 



en opérant au moyen de l'opérateur grad sur les deux membres et 
en tenant compte de la première des [6], on a la preir|.ière des [5]. 
Ensuite on a, de la [1'] du u. 40, 

qui démontre ]a seconde des [5]. 

On a encore, en vertu de la formule que nous venons de dé- 
montrer ; 



d rot M . / . . 1 d rot M \ , . 

=■ — a + ( div rot m ■ ■ I a = div rot u.a. 

On a ainsi démontré que 

(a) Rot K ^ = div rot « ; 

il reste encore à prouver que divrotw = 0. De' la seconde des [5] 
et de U [1] du n. 43 on a 

divrotw = I, — -rrp— =Ii &Kit — = "^'i'^^rfT;^ — div rot m; 
par conséquent 

(6) div rot i* = 

et les (a), (&) démontrent la seconde des [6j. 
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Dém. [7], — On a : 

(grad K Rot o) X » = div j (Rot o)« j = div rot (ua) 

qui, en vertn de la [G], démontre la seconde des fT]. 

£n opérant avec l'opérateur grad dans les deux membres < 
l' identité (n. 43, [ï]) 

Bot a — K Bot a + (grad Ca)/\ 
on obtient, d' après la formule que nous venons de démontrer, 
grad Rot a := grad [ (grad Ca)/\ j = — rot grad Ca 
= — rot grad I,a + rot grad o ; 
mais I,a est ua nombre et par suite (n. 39, [3]) 



rot grad 1,(1 = 2V 



d grad I,a __ 
dP~~.~ 



doue la première des [7] est démontrée. 

Dém. [8]. — Des [3], [2] du n. 37 on a d' abord : 

--(i«)x— i(î?«)«i=-r-?r^"!, 

puis, en vertu de la [3] du n. 41, 



(Eaa) du > 
~dP~dp\ 



W gr.d(g,„)x»=jirr.dKffi^(X» + I.l 

Or, en nous rapportant à des formules déjà établie 
successivement : 



= grad (grad a X «) X « 

tandis que la relation [3] du u. 41 uous donne: 

) rf(Koa) du! \du âÇKaa) , 

^"^' ^'1 dP dp''~ 'IdP dP \ 

= div (^-^ Ka« ) - grad ( K g) X Ka« . 

= !grad(a.K|-«)-agrad(Kg)(x«. 
De (a), (6), (e), a étant arbitraire, on déduit la première des [8]. 
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La seconde dea [8] peut ae démontrer d'une manière analogue. 
En effet, on a successivement et eu vertu de formules déjà connues: 

(■"■) «°'(»")r"'fê.")«!="'!^'"! 
« -(^'g)=-|''^'g+-(°»)Ag! 

■\ , ! r. «iwX n A. 



du 



-2V K 



- rot K -j^ . ao + RotK 



!-R„t(Kg.<.) + 0g.E0t.j, 



-( 

«S étant un vecteur arbitraire, de (a'), (fe'), (e') il résulte la seconde 
des formules [8]. 

Dém. [9]. — Si «, 6 sont des vecteurs constants, on a: 

grad Ra X «A* = '^iv j EKa(a A*) | = div } {Koa)AKa6 j 
= Ka6 X (Rot Ka)a — KaaX (Bot Ka)6 
= 6 X (o-Eot K<i)a — a X (o-Rot Ka)ft 
= 2V(o.Bot Ka) X « A»- 
La formule [6] entraine la seconde des formules [9]. 
Dém. [10], - Voir l' identité I,a = a + Ca et n. 43, [2]. 
Dém. [11]. — gradI,ct=:gradIiRa = gradBa + 2VBotRa= etc. 
Dém. [12]. — Si a, 6 sont des vecteurs constants et si on calcule 
(n. 42, [3]) le vecteur -^W Rot 'Ra{a/\t>), on a 

(gaft) « - (ga«) h = (Rot Ea - a.grad KoA) (« A»)- 

Par conséoLuent (n. 42, [1]): 



= |div(ai).Eal + ...|+[(al)A|^_|)a*-'i^^j+...] 
= RoCgrad Ka) + [(a*)A {(goA:) J - (ga^) ft j+ . . .] 
= aa(grad Ko) + [(ai)A j Rot Ro — a.grad Ka A j* + ■ ■ ■] 
= Ba(grad Ka) + 2V j (Rot Ea — a.grad K(i/\yKt j , 
qui donne la formule [13]. 
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45. FonetJons de fonctions. 

Si M est un vecteur, a une homographie, m un nombre 
réel, fonctions du point P; et P est, h sou tour, fonctioa 
dn point Q, alors : 

[Il diT,«-div,(g„)-(gr«^^)x« 

|2] grodga — gradpU.K j^J — al gradpK^J 

[2'] gradçm=K^gradi.m. 

[3] rot(jM = — rotf K-TjrjM[ + lEoti.K-f^JM+C-jTrrofcpM 

[3'| Eote« RotpfKj^.^ + fKotpKS.+cï^Kotpa 



) Eot,fKjg.aj-=EK^Eotp« 
Dém. — Si, pour abréger l' écriture, noua posons 



.iv,. = I.ÎÏ=I.(go) = I.(o|ï) (n.«,[a„ 

= divp(<T«) — (gradpKo) X «*; 
(gradua) X « — divQ{Kcui) 

= diYp(aKwt) — (gradpKo) X Kom 
= j gradp(a.Ko) - a(gradpKo { X «i 
gradgwi ^ gradp(ffiKff) — /«(gradpKo) =:: Ka gradj,j«. ; 



(*) Les formoles [1], [2], [3], [4] sont dûea à M. T. Bogoio. 



I .y Google 





— 91 — 




„.,.-w?| = w(^<,) 




= 2vj(K|^+rot^A)"j (n. 11, tail» 


■K 


= — rotploM) + (BotpK(T)« + Co rotp« ; 




toyKo«) X MASO = i(Ko« X 80) - S(K.m X 30) 




= a(«XoSO)-6(uX<>iiO) 




= ii(«XS'')-«(»X<iP) 




= rotf»X3''A»'' 




= rot,»X(i«iO)A«80 




= rolj«XKo(d<iAS« 




= (RKa rotpM) X dôASO. 



Eu remplaçant u par aa, avec a constant, daua les formules 
[3], [4] on obtient lés formules [3'j [i']. 

. . Si P est uoo fonction réversible da point Q alors : 
[6] roto« = -^rotp(K||«) 



[51 






Dém. — D' après la formule [4] on a (n. 20, [4']), 
roty(K(m) = I3C1.0— 1 rotpM, 
et en remplaçant w par Kct-Im on a la fonnnïe [5]. 

Le vecteur u et l'homographie a soient maintenant 
des fonctions des nombres ni, n,... .et ces nombres soient 
des fonctions da point P. On aura les formules suivantes : 

[61 |î=H(g...„,,^) + H(,„d„,^)+... 
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rot M =gradm /\ ^4-gradn/\ ^+-- 



-j;;grad„ + ... 
.gr.dmA£ + g~d»A£ 



_(Rotm)^ + (Bot„)- + ... 

Dém. [6]. — Quel que soit le vecteur ac oa a (Int. II n. 6): 
du [)« /(ïm. ^ 

qui en vertu de la formule [1] du n. 39 nous donne 

laquelle, x étant un vecteur arbitraire, démontre la [6]. 

Déni. [7]. — Elles résultent aussitôt de la relation [6] , de la 
définition de rot m, divw (n. 37) et des formules du n. 12. 

Dém. [8]. ■- Quel que aoit le vecteur constant a on a , d'après 
les formules [7], 

grad « X « = div (K aa) = grad /« X ^^^^^ + . . . 

= grad«<XK^^a + ... 

= (^grad^ + ...lx«; 



et puisque « est arbitraire, et Rotm = gradj«/\, on obtient les [i 



(*) Bibliographie, n. 5, 
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Si i, J, k est un système nnitaire-orthogonal-dextror- 
sum constant, et si nous posons 

a='UX'i, b = uXj, c = ux7e 
alors on peat écrire 

u = ai-\- bj + ck, 

et u sera nue fonction des nombres a, b , c tandis que 
ceux-ci sont des fonctions de P. Dans ces hypothèses les 
formules [6], [7] donnent 

|6'1 ^-£(gr»do,i)+_a(gr»dW)+_Higradc,fc) ^h"'/ ^^i 



[T] 



Totu = grad a/\i + grad b/\ j + grad c/\ fe 
divw^grada X * + grad& X^ + grade X k. 

46. Produit ronctionnel d'un vectenr par la dérivée 
d'ane homographie. 

Dans les applications il se présente fréquemment l'ho- 
mographie 

dx 

a étant ane homographie et u un vecteur, fonctions du 
point P. 

De cette homographie nous connaissons déjà le premier 
invariant, le vecteur, la dilatation et la conjuguée (n, 36) 
en fonction de k et de m. Nous en connai&sons aussi le 
gradient et le rotationnel (n. 44, [8]) [*). C'est-à-dire que 
nous an connaissons les fonctions qui sont d' un usage 
continuel dans les applications. 

On a aussi la formule suivante 

11) %i«M 

— HCgrsd Ka,»A») -"A ^x + "A jpn~[«Mf\B^>^ 
(*) Oea deux formulée aont dûea à M. T. Boooio. 
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qui est, pour les opérateurs -tt,, l'analogue de la formule 

[1] du n. 19 pour les homographies. 

Le lecteur pourra la démontrer comme exercice (*), 

47. Opérateurs Ig, I3, E. 

Les opérateurs Ig, I3, R ne sont pas linéaires, et ainsi 
on n'a pas pour eux des formules aussi simples comme pour 
les opérateurs linéaires I^, V, K. La formule suivante, dans 
laquelle M est un vecteur fouction de P, s 'est déjà pré- 
sentée dans les applications : 

■2- f^l ^l2^=(divM)«-divJ-^M j +MXgraddivM 

= (div uf + (rot uf + uX grad je. — s ^''^ S""*** «* (**)■ 

Dém. — De la première des [2] du n. 25 on a, ai et ^ p : ' 

tandis que la seconde [3] du n. 41 et la première [G] du n. 4i 
nous donnent: 

-"(S")=''(ë)'+(«»"ë)x» 

= Iif ^ ) + (gi^d div m) x« ; 
la première"forrae des [1] est ainsi démontrée. 



(*) La [1] est due à M. Pieri. On la démontre en se servant de 
l'opérateur bioaire S (ct'r. n. 48) introduit par M. Pibri lui même ; il 
Bufiit d' observer que 



et d' appliquer ensuite la relation [1] du n. 19. 

(**) Au lieu du 3" terme de la 2" forme on peut mettre «X A'« 
(Cfr. n. 49, [2]). 
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La seconde forme se déduit de la première en observant d'a- 
bord que {n. 38, [1"]; n. 42, [1]),; 

gM = (rot«)AM + Kg« = (rot«)A« + ^grad««; 

Tr*y ensuite qae (voir n. 96, la première des [3]) 

div j (rot u}/\u j = m X rot'u - (rot u)^ 

et en tenant compte de la première [6] du n. 44. 

Lorsque le second invariant de -r^est connu au moyen 



^ du . ( du\ du 

^'dp=\^dprdp- 



48. L'opérateur binaire S. 

An n. 37 pour démontrer que grada et Rota sont, 
reapeotivement, un vecteur et une homographie définis par 
les [3], [4], nous avons introduit l'opérateur binaire S dû 
à M.. Mario Pieri. Nous croyons ntile de rappeler ici la 
définition et d' indiquer les formules principales que M. 
PiEKi lui-même nous a communiquées , car il n' y a pas 
de doute sur 1' utilité de cet opérateur S vis à vis de 
plusieurs questions, soit théoriques que pratiques. Ou peut 
donner toutes les démonstrations sous une forme absolue 
(même sans avoir recours au système i , J , fc); noua les 
laissons comme exercice pour le lecteur. 

Si a est une homographie et u un vecteur, fonctions 
de P, par 

Sp(a,M) 
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on indique l'homographie définie en posant 



[1] 


„ , , (I(M«) lin 


noa 


9 omettrons l' index P quand i 


voq 


On a les formules : 


(21 


S(„„).-(|ï,a,)«n 




(S(« + p,«) = S{a,«)4-S(p,M) 


[3] 


SC«,w + .>) — S(a,M) + S(a,») 




1 SC«,»i«) — mS(«,«) 


W 


2VS(a,«) — (Eota)» 


[5] 


I,S(»i,M)-MXgra(lK« 


(6) 


S(m,M) = H(gradm,M) 



- d'éqoi- 



171 






IIP 



^u^,v)-^\v|\,u) 



|9i S(«A",»)-<'AS(«,«)-(™)A^ 

[101 S(h,mA") — SCgradlia.MA") — 



-j- H j grad{M X *»), f ( — H(M,«) ^ 



«ASC,") + «AS!»,") - 2(«A'')aS 



(*) S(a,M) est l'opérateur qui permet d'écrire en évidence (à droite, 
extérieuremeût) , l' x dans 1' expression j — x lu. Tout notre calcul 
étant basé sur les opérateure à gauche (Ct'r, Appendice I) on com- 
prend facilement l'importance de l'opérateac S(a,M). 
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1111< 



-97- 
dVff 

■S(K«,«)^SKm) + 2«A^ 
S(Da,M)^SKM)+wA^ 



I S(ma,M) = mS(a.M) + H(gradm,M) ' A*' 

[13] K9(x,u)v - K8(«,v)M = 2K ^ (-m/\w) -,^ - {- 



'm' 

dP ■ 

§ 4. Opérateurs différentiels d' ordre supérieur 
au premier. 

49. Définition des opérateurs A, A' et leurs pro- 
priétés fondamentales. 

Si a eat une homographie et n un vecteur, fonctions 
du point P, par les notations 

ù.p^, A'pU, 

ou, simplement, quand il ne peut y avoir d'équivoque, par 

A«, A'u, 

nous indiquerons, respectivement, l'homograpllie et le veetenr, 

définis en posant 

[1| (A.)«. - grad } -^ - 2, - j + . grad ^ 

7 
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[2] A'"** = grad -Vp = grad div u — rot rotu {n. 44, [6]) 

ac étant, dans )a relation [1], un vecteur arbitraire (*). 

Que A'm soit un vecteur fonction de u, cela résulte 
aussitôt de la délÏDition [2]. 

Il faut maintenant démontrer que : l'opérateur vectoriel 
A«i défini par la \\.\ est réellement une fiomographie fonc- 
tion de X. 

Dém. — Il &afQt de démontrer q^te, de quelque manière que 
Ton fixe les vecteurs x, y et le nombre réel m (en général fonctions 
de P), on a toujours 

(Ao) (iw + y) = ( Aa>e + (A«)y, (A-») (ma;) = »!(A«>i 

La première de ces relations résulte aussitôt de la [1] puisque 
grad et a, sont des opérateurs distributifs par rapport à la somme. 

La seconde, m et x étant dea fonctions de F, résulte en dévelop- 
pant le 2^ membre de la relation [1], dans laquelle on remplace x 
par iiux et on applique ensuite des régies bien connues de calcnl 
homographique. Mais ce calcul peut être rendu bien plus simple en 
se rappelant (lut. au Chap. Il n. 1) qu' à la place de x on peut 
mettre un vecteur constant (indépendant de P) a, arbitraire. 

On a: 

(Aa) (»««) = 




Il importa d© noter la valeur de A* quand a est égal 
à un nombre réel m, a' est-à-dire à une homothétie vecto- 
rielle. On a : 



in 



(*) Cfr. les formules (7) et Appendice VI pour- l'expreesion ta- 
chigraphique commune à A et A'- 
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Dém. — D'après la relation [1] , a étant on vecteur constant , 

(A™)« = AX»*"») = gr**! H(grad m,a) = (div grad m)a 
qui, a étant arbitraire (et, comme on l'a démontré, ^m étant une 
homographie fonction de P), démontre la relation [1']. 

Il résulte donc des formules [1], [2], {!'] et des théo- 
rèmes que nous venons de démontrer (et il est nécessaire 
de bien y faire attention) que-: 

^ , , ' , i homographies ei homographies 

A est un operateur' entre < . , , ' 

I nombres el nombres (*) ; 

A' est un opérateur entre vecteurs et vectenrs (•*) ; 

A et a' admettent les puissances positives d'un ordre 
quelconque ; mais non tes négatives car A et A' ne 
sont pas rêoersibles. 

Il est évident, d'après les formules [1], [2], que 

[3] A eonst = 0, A' oonst = 0, . 

mais non pas réciproquement. 

Les opérateurs A , A' sont distributifs par rapport 
à la somme (il. ne sont pas cependant limailles, cfr. n, 50, 
[1], [4]), c'est-à-dire: 

4 j ' A(a + P} = A« + A^ 

1 A'(M -\-v) = A'm + A'*» 

comme il résulte tout de suite des formules [1], [2]. 

Si a est un vecteur constant, alors on a la formule 

[5] (Aa)»= A'(««), 

qui établit une relation importante entre A et A' (***)• 



(*) C'est un cas particulier du précédent. Cependant uq opérateur 
entre homographies et homographies est en général un opérateur entre 
nombres et homographies et non entre nombres et nombres. 

(•*) Mais A' n' est pas une homographie, comme on voit par la 
formule [4] du n. 50. 

(••*) Cette relation exclut V identité entre A et A' foulue par 
les antres auteurs. 
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Dém. — D'après les formules [1], [2] c 



Les opérateurs A, A' sont eommutables avec le signe 
de la différentielle ; c' est-à-dire : 

[6] d(A^) = A(<f«), d(A'«) = A\d-u). 

Dém. — D' après la formule [2j c 



«jn-b - 



qui démontre la seconde. 

Si a est un veuteur constant on a de la [5]: 

I d(A") \a = a\ (Aa)« I = dA'M = A' ] K'm) I = 
A'|('i«)aî = JAC'ï<x)|a, 
qui démontre la première, a étant arbitraire. 

Si i, j, k est un système unitaire-orthogonal-dextror- 
sum constant, alors: 

" dP *+ <ip '^ ip "■ 

Dèm. — De la relation [2] et de la [3"j du n. 38 on a aussitôt 
la seconde des [7]. 

Si a est un vecteur constant, de la [5] et de la formule que 
noua venons de démontrer on a: 



dP ^ '" dP 



=!1p.i"- 



qui démontre la première des égalités [7], a étant arbitraire (*). 



(*) Lee [7] prouvent que A et A' ont en commun la forme tachi- 
graphique par rapport à la teioe i,J, k. Cela ne aignifle pas A=A', 
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30. Opérateors A, A' appli<ioés à des produits foae- 
tionnels et à des produits iniéHears et vecto- 
riels, 

Si m et M sont des nombres réels, « et fl des hoino- 
gyaphies, i* et i» des vecteurs, toas fonctions du point P, 
on a les formules suivantes: 

1] A(«*«) = m(Ax) + (Am)* + 2^grad»i 

[2] A|mn) = m(A^) + n(Ain) + 2 grad /h X grad n . 

131 A'(«M) = (Aa)«-<t(A'») + 2grad(«g] . 

f4] A'(»î'M)^M!(A'w) -|-{A'«)« + 2 vpgrad;« 

1B| A(«X..) = div(K|ï„)+div(K'j|,„) 

=.«XA'., + »XA'» + 2I,(Kf,.-) 

1.6) A'(«A ») - «A A'» - l-A A-M + 4V(|||^ . K 'f^ 

Déin. [1]. — Si a est un veuteur constant on a ([1] du n. 49): 
\ A(».«) I a = erad ^-^^ ^ grad j m ^' + H(grad ,»,.a) j 



= mA'(cM») + (A»i)«« + 2 (^, grad m)a 
= j w*(A«) + (A'«)» + 2 1^ grad ;« j a, 

qui démontre la relation [1], a étant arbitraire. 

Dém. [2]. — Elle résulte aussitôt de la [Ij et de la [1] du n. 39. 

Dém. [8]. — Si dans la [1] du n. 49 nous distribuons l'opérateur 
grad aux deux termes et nous tenons compte de la [2] du mente 
numéro, on a la formule [8]. 



a quelques uns le pensent à tort, car les propriétés géométriques 

■ %'• rp' 

bien différeuts entre eux les deux éléments. 



des deux éléments -j^i, jjA sont bien différentes entre elles, et sont 
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Dém. [4]. — De la relation (3), si a = m, on a 

A'{mu} = {Amyu - m(A'«) + 2grad(»ig) 

= (Am)t* - m(A'») + 2m(A'«) + 2 g grad m 

Dém, [5]. — La première forme résulte aussitôt de la formule [1'] 
du n. 49 et de la piemière [1] du n, 43. La seconde forme résulte 
de la première et de la seconde [3J du n. 41. 

Dèm. [6]. - D' après la formule [2] du n. 49 on a 

q^ui en vertu de la première des [4] du n. 4/ démontre la [6]. 



51. Opérateur A appliqué anx homographies simples. 

Si m est un nombre réel, u et v sont des vecteurs et 
a est une homographie, fouotions du point P, alors : 

[1] A«î =■ divgradm 

|2] A(i<A)-(A'm)A 

[3] AH(M,») - H(»,A>) + THA-nM + 2 |^.K ^ 

[4] Si a est une dilatation A^: est aussi une dilatation. 

Dém. — La [1] a déjà été démontrée ([1'] du n. 49). 
Si a est un vecteur constant on a; 

j A(«A) j a = A'(mA«) = - «AA'M = I (A'w) A ! « ! 

I A H(«,v) I a = A' I H(M,t,i« t = A' i M X a.*- ! 

= w X «»■ A'v + A(« X a).r + 2 II grad (« X h 

-, dv ,, du ) 
- ^ "^»,ii ï.; -r "^i^ »,»■; -r 2 ^ .K ^, j a 

qui démontrent les relations [2], [3], a étant arbitraire. 

Si a,b sont des vecteurs constants on a: 
2V(Aa)XaA6 = 6X(Aa)a-aX(Ao.)6 = 6XA'(«M*)-«XA'Co*J 

= A(6 X «« - «X(*) = A(2Va X «A») ; 
maintenant, si a est une dilatation, c'est~à-^ire si Va=:0, de cette 
formule on déduit V(Ao) = 0, c'est-à-dire on déduit que A" «st 
une dilatation (cfr. la [2] du n. 52). 



H(«,A'f) + H(A'w,r) + 2| 
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52. Produits de A par les opérateurs Tj, V, D, K. 

Dans les fonnales suivaBtes, que nous écrivons de 
deux manières différentes, K est une homographie. 

[1] I,A - Al„ I,(A«) ="A(I,«) 

|2| ■ Va = A'V, V(A«) — A'(Va) 

|3] DA = AD, D(A«)— A(Di) 

[4]' KA — AK, K(A<i) — A(K«). 

DéoL. — Du système ordinaire i, J, k coaatant on a : 
IiCA«J = *X(AaX + ... = <XA'(tt*) + -- = A(iX"<) + -. = AV, 
qui démontre la [1]. 

En opéraat avec l' opérateur A dans les deux membres de 
l' identité o = Da + Vtt/\ on a 

A« = A(D")+1 A'tVo)iA; 
mais (n. 61, [4]i AlDu) est aue dilatation efc ainsi (n. 9) les relations 
[2], [3] sont démontrées. 

De la [3] et de l'identité a + K(i = 2Dix il résulte la [4]. 

53. Dérivée, .divergence et rotationnel da vectenr que 

l' on obtient en appliquant A» à nn vectenr 
constant. 

Si 01 est une homographie fonction du point P et a 
est un vecteur constant, on a : 

rfl<A«>t(_^d(aCT) 

dP '^'' 

[2] div)(A^)fflj=AJdiv(aa}j 

[3] rot j ( Aa)a) j = A' j rot (a«) j 

Dém. — dp étant un vecteur arbitraire indépendant de P, on a: 

fii^l!LiaP=<ij(A»)o| = |4(Ao>|« = |A(a«)|o 

= A|.(«.)| = Af-g^.''j = iAÎë^Vp, 
qui démontre la [1]. 

Les [2], [3] se déduisent de la [1] en opérant avec I, et 2V et 
en tenant compte des formules du n. 52. 
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54. Prodalts des opérateurs rot, div. grad, Rot, A, A'- 

Lés opérateurs difîerentiela du 1' et 2* ordre que nous 
avons considérés" jusqu' ici, donnent lieu, au moyen du pro- 
duit fonotionael , à des opérateurs du 2^, 3*, 4^ ordre qui 
ont une grande importance pratique. Quelques unes des 
formules suivantes, dans lesquelles u, x, m sont, un vecleur, 
une homographie, un nombre, fonctions du point P, sont 
déjà connues et nous indiquerons à côté la formule corre- 
spondante. 

Opérateurs du 3" ordre. 

[1] divrotM = (n. 44, [6]) 

(rot grad 7.i=0 (n. 39, [3]) 

I rot grad a = grad Rot a (n. 44, [7]) 

[3 div grad « = I,^^ (n. 37, [2]) 



i4| 



\ grad div u == grad K -ip (n. 44, [6]) 

j grad K Eot a = (n. 44, [7]) 

(graddivVa VltotKRota (n. 43, [4]} 

[6] Rot div u = [grad div u)/\ 

[6) rofM- grade ^n (n. 44, [B]) 



Opérateurs du 3' ordre. 
[8] rot A'i* = A'rot u^ — rotV 
[9] Rot A* = A Rot a ^ Rot'a 

(») rot* — rot rot, Toir Int. an Chap. I, n. 7. 
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- 105 — 
[10] div A'« = A àiv u = div grad div u 
[11] gradA«=A'grada; gradJA» - ^^^ { = 0. 

Opérateurs du 4' ordre. 
[12] A*'« ■= div A' grad m {*) 
[13] A''m = grad A div u — rot a' ro' u. 

En opérant dans les deux membres des relations [1|- 
[13] avec uu opérateur du 1' ou du 2* ordre, mais réelle- 
ment applicable à un vecteur ou à une homographie selon 
les cas , on obtient des opérateurs d' ordre supérieur qui 
sont 'les produits de trois ou plusieurs opérateurs. 

Nous allons écrire les formules précédentes sous une 
forme indépendante de la variable u, ou a, ou i)i (à l'excep- 
tion de la [5] pour laquelle cela n'est pas possible) et classi- 
fiona-les, non plus d'après l'ordre différentiel, mais selon 
le champ d' application respectif. 

Champ d' applicaiion : vecteurs fooetions de P. 

[1] div rot = 

[6] rot' = grad C^ = grad div ~ grad ^, 

[8] rot A' = A' rot = — rot^ 

[10] div A' = A div = div grad div 

[] 3] A** = grad A div — rot A' rot. 

Champ d'application: homographies Toactions de P. 

[2] rot grad = grad Eot 

(•) On ne sait pas encore exprimer A'". 
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[3] 



grad K Eot = 



I grad div V = — V Eot K Rot 
[7] Rot«=K^gradK-A 
[9] Eot A = A Eot = — Rot^ 
[11] grad A = A' grad = grad — grad. 

Champ d' application : nombres fonctions de P. 
[2] rot grad = (•) 
[12] A^ = div A'grad. 

Dém. [5]. — Elle résulte auHsitdt de la seconde [Ij du n. ^ en 
observant que div u est un nombre. 

Dém. [7]. — De la [4] du n. 38 on a, a étant un vecteur con- 
stant: 

(Bot'a)a = rot*(aa) = grad div(o;a) — A'(*«) 

= grad (grad KaX«)-(A<i)«=K^;e^^« - (A»)» 

qui démontre la [7], a étant arbitraire. 

Dém. [8]. ^ En opérant avec rot dans les deux membres de 
la [2] du n. 49 et en tenant compte de la première [2] on a 

rot A'w = — rot^ ; 
si, an contraire, dans la [2] du n. i9 on met rotu à la place de u 
et on tient compte de la [1] on troave: 

A' rot M = — rot^M, 
et la [8] en est démontrée. 



(*) Noui avons fait observer pluaieure foia que lea propriétés 
d' un opérateur dépendent de son champ d' appUbation. Lee formules 
[2] en offrent un exemple remarquable ; rot grad dans le champ total 
des homographies u' eRt pas nul , tandis qu' il est nul dans le champ 
des nombres réels qui est une partie des homographies. Ordinairement 
on ne tient pas compte du champ d'application et c'est de là que 
dérivent plusieurs erreurs logiques bien communes : par exemple , 
1' identité qu'on présume exister entre A et A'- 
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Dém. [9]. ~ En opérant avec Bot dans les deux membres de 
la [7] et en tenant compte de la seconde [6] du n, 48 on a 

Rot'a = ~RotAtt. 
Si a est xxa vecteur constant, alors 

(A Rot a)a = A' I (Rot a)a j = A' | rot (aa)j 
^ grad div rot (aa) — TotHaxi) 
= grad div rot(aa) ~(Rot*a)a, 
qui donne, en vertu de la [1], a étant arbitraire, 
A Rot a = — Rot'o. 
Dém. [10]. — En opérant avec div dans les deux membres de 
la [2] du n. 49 et en tenant compte de la [1] on obtient 

div A'** = div grad div m, 
qui en vertu de la [1] du n. 51 (div u étant un nombre) donne , 
div A'« = A div M. 
Dém. [11]. — D'après la relation [2] du n. 53 on a, si u est us 
vecteur constant: 

divj(KA«)aî = A|div(Ko«)j 
et par saîte (n. 38 [3]) 

M X g™<i Aa = A(grad a X m), 
qui donne, à 1' aide de la formule [5] du n. 50 , 

à X grad An = « X A' grad « ; * 
mais a est arbitraire et ainsi la relation (11] est démontrée. 
Dém. [12Î, [13]. — Etant A'« ^ divgrad m on a 
A'm = A div grad m, 
qui, en vertu de 1' égalité [10], démontre la [12]. 
On démontre la [13] d' une manière analogue. 
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CHAPITRE m. 

INTÉGRALES ET ÉQnATIONS DIFFÉRENTIELLES 

§ 1. Intégrales. 

55. Formules fondamentales pour la transformation 
d' intégrales étendues à des volumes en inté- 
grales étendues à la surface contour. 

Nous considérerons dea fonctions finies, continues et dé- 
rivables, définies, en général, dans tout le champ des points. 

Indiquons par t un volnme limité par une ou plu- 
sieurs surfaces 5 ; et par it le vecteur unitaire normal à a 
dans son point générique P et dirigée à l'intérieur de rs. 

Si 11 est un vecteur et a une homographie, fonctions 
de P, on a lea formnlKS fondamentales suivantes : 



[1] fdivMrfT inXudf! 


(théorème de la dioergencé) 


[2] frot udr \n/\ud'j 


{ „ du rotationnel) 


[3] |gradadT = — Ljï^^ 


( n 7T gradient) 


[4] JRotadT = — r«/\a(fc 




[6] JAWT=-J^nd^ 




[6] jA«dT = _J^«d.. 
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En oatre ; si , m étant nn nombre, v un Vecteur et P 
une homographie, fonctions da P, on a 

(a) u = grad m + rot «, a = Eot ^ -|- K -jp (*), 

alors nous aurons 

[7] udT = — (mw + n/\v)(ÎT 

[8] fadT^ — fjnAP + H(w,n)jd7. 

Cette dernière relation donne en particulier, si P=0 
et w = M 

[8-1 JK^dT Jh(m,»)*7, |^<Jt_- J'h(»,m)*. 

Dém. — Pour les égalités [1] et [2] on peut répéter les démon- 
strations données dans les Éléments (Bibliographie n. 16, p. 105). 

Si a est un veotenr constant et, en nous rappelant (n. 38 [3]} que 
a X grad a = diy {Kaa), 
on intègre à t, on applique ia [|] et ensuite le théorème de com- 
mutation, on obtient / 

a X Srad adx = I div KoodT = — j Koa X wï" 



= — a X I <i"*ii 

qui démontre la relation [3], a étant arbitraire. 

En posant, dans ia [2], aa, avec a constant, h. la place de u et 
en se rappelant (u. 38 [i]) que 

rot (cm») = (Rot a)a, 
on a aussitôt ia [4]. 

Pour obtenir la relation [5] il suffit de substituer ^j, à n et se 
rappeler que (n. 49 [2]) 

A'» = grad?ï. 



(*) Nous verrons (n. 65, 67) qu' il est toujours possible de donner 
u et à a las foiiaes (u). 
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Si dans la relation [6] noue posons. u^aa, avec a constant, 
et on se rappelle que (n. 49 [5]) 

on obtient aussitôt la relation [6]. 
/y^T ^^ Cl ï^snlte de la première position (a) et de [2] et p]. Quant 

^/ à la [8] noua observons que (o éfent constant) d' après la seconde 

des (a) il résulte 






CM» = rot {la) + grad (» X «) 
et par suite de [2] et [3] : 

I oadT = — I nf\iadjj — l w X a.ndif 

= -Jj»A4 + H(»,n)|ada; 
et celle-ci démontre l'égalité [8], a étant arbitraire- 

Les théorèmes [1] et [2] subsistent encore si on rem- 
place 1* par —, r^mod(P — 0) étant la distance d'un poiut 
fixe 0, intérieur au champ t, du point variable P. 

Le théorème (3) subsiste encore si a ^ — , « étaat an 
^ r ' 

nombre fonction de P. (Cfr. Bibliographie, n. 16, p. 107), 

56. Qaelqaes eonséqnenees importantes des fonnoles 
préeédentes. 
■« 

Si M et « sont des vecteurs et k est une homographie, 
fonctions de P, on a les formules : 

I' JgradaAMrfT = - Jcart) AMd« - 2 fvf^KKJdr 
|"{rotv)AMdT = — I {nf\v)f\udi — | CK '^vdi 
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[2] / [rot « X «dT = — jn./\î» X Mda+jï' X votudr 

\ Ja> X ua. = -j[%n)x «* -Ji,(Sk j-j).. 

l I (div vyud-r = — f X n.wda — ■— vdr 
[S] I ((Rota)ud-7 = — (nf\>^ud'7-2(YL^dr 

ifj Dém. [1]. - Oe sait (n. 4^ [4]) que : 

grad(uAa) = «Agrad«+2v(a.K|^); 

«n intégraot aa champ t, eu teaant compte de la relation [3] du 
n. 55 et observant encore que 

on a aussitôt la première des relations [1]. 

Si dans la première des formules que nons venons de démon- _ 

ft^ trer on pose a=sv/\t, on se rappelle que (n. M [ ij) HH lO'J 

grad(f/\) = — rotw 

et on observe qne (n. 23, [2]) 

7,. /S- ) - -z(-'^ S = -A^K^S = - «^ S". 

il résulte la seconde. ^v / 

La troisième s' obtient aussi de la première en posant a = -^ | 
Dém. [2]. — On sait que (n, 38) 

div ( Km* ) = I, (Ka-g) + grad a X "■ 

En intégrant à t et en appliqaant la [1] du n. 66, on a la pre- 
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En poaùit dans la formule que nous venons de démontrer 
o.=:v/\ et observant que (n. 23 [1]) 

on B, la seconde. 

On obtient la troisième en mettant dans la première -r^ k la 
place de o. 

Dém. [3]. — Partons des deux formules connues 

grad H(t.,«) = div ».« + l^v (n. d, [S]) 

rot (aw) = (Rot a)w + 2V (a g) ; (n. 41 , [3]) 

intégrons au champ x et appliquons les formules \f\ et [2] du n. 55 ; 
nous obtiendrons la première et la seconde des [3] 
Ensuite en partant de la relation (n, 50 [3]) 

(Aa)u = A'(ttH) + a( A'M) - 2 gi-ad (a -g) , 

en intégrant au champ x et en se rappelant la [3] du n. 55, nous 
obtiendrons la troisième. 

En posant dans les relations [1], [2], [3] 

étant un point fixe, tes formules prennent des formes 
plus simples, que le lecteur peut écrire facilement. Ces for- 
'ranles sont très utiles comme il résulte des observations 
suivantes. 

a) Les relations [1] donnent, si m ^ f — 0, la somme 
des moments (au signe^près) de forces spéciales (dont les 
vecteurs sont grada, rotu, /\'v) appliquées aux points P 
du champ t. 

Pour avoir le moment des forces qui ont pour vectear 
V, c' est-à-dire 



j{P^O}f\VdT, 



il suffira d' exprimer (n. 55J v comme somme du gradient 
d'un nombre avec le rotationnel d'un vecteur et d'appli- 
quer ensuite les t'ormuies précédentes. 
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b) La première des égalités [3] donne 

I div v.{P — 0)di ' (vX n-W— 0)da — fvrfT. 

Bappelons-nous les formations de première espèce de 
Qt&AssMxtrs (Eléments, p; 17), tenons compte du Théorème 
de la divergence (n. 66 [1]) et nous obtiendrons la formule 

[4] {{àW v)PdT = — ["(v X n)Pda — fifdT, 

qui donne le haj'ycentre des points P de r avec les masses 
div V. 

Pour avoir le barycentre des points P de t avec les 
masses m, fonctions de P, c' est-à-dire, pour avoir 

imPdT, 

il suffit de déduire v {n. 71) de l'équation 

div V ^m. 

Les formules importantes qui suivent se déduisent 
des formules [1], [2], [3] en posant u = P — 0: 

[6] 2 fVarfT = U%n)f\{P — 0)da + fgrad <t/\ (P — 0)(/t 
= — (n/\o^{P~- 0)d: — ("(Rota) (P— 0)dT 
[6] {\oLdx ■ r(a?t)X(P— 0)da — fgrad «X(P— 0)(fT. 

57. Intégrales nulles sur ane sarfaee fermée. 

De quelque manière que 1' on fixe la surface fermée 
<T, on a toujours : 



\n X rot«rfff = 
w/\gradrtîdiT = 
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18) 


KRot«ndff = 


[i] 


J«AKgd..( 


|B] 


JCK^„*_0. 



Dém. — Dana les relations [1], p], [S], [4] du n. 55 rempla- 
çons H, u, a, a respectivement par rotu, grad m, KBota, K-Tp 

et nous obtiendrons les [I] . . . (4]. 

Bb mettant a = u/\ dans la [3] que nona venons de démontrer 
et en ae rappelant la [2j dn □. 44, on a la [5]. 

Aux relations [3] , [4] , [6] on peut facilemant donner 
les formes suivantes : 

[3'] I Rotst'/tdff = (-(grad C«)/\nd7 
14'] JnA^ffo=jH(«,rotM)da 

[5'| {divu)nd<T = K-Tpnth = -fpndc — (rot m)/\ nda. 

58. Lemme de Green. 

Si u, V sont de» vecteurs et ix , ^ sont des homogriir 
phies, foncbiontj finies , eoutinaes etc. de P. on a les for- 
mules : 

[i| J(«AA't.+t.AA'»M^ [("A^+oA^)»-!» 

[2] |(WX A'«i - l'X A'««)<iT jr«x % -BX^jniJ» C) 

(*) Bappelons-nouB que i* X "^ = (** X ")i*^- 
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[3) J(A«.«-«.A'«)<lT J'j^gj„j„_(agj„jd, 

[4] J(A..P -..AWci. — J|(è»)p --(g»)h 

Dém. — Écrivons la dernière des [1] et [2] du n. 56 en chan- 
geant entre eux m et » ; ajoutons les premières et souatrayons les 
secondes. En observant que 



'\dF -^ dp) - ~ ^\dP -^ dp) ' HdP -^ dpl - HdP -^ dp) 



on a les [1] et [2], 

La [B] est la troisième des [3] dn n. 56. 

Si dans la [3] ainsi obtenue on pose u = po, a étant constant, 
et on se rappelle la [5j du n. 49, c'est-à-dire 

(AP)a = A'(P«), 



59. Théorèmes de Green et de Gansa. 

Si u est ua nombre fini , u est un vecteur fini, fonc- 
tions du point P, et est un point IntÀ'ieur au champ r; a 
est nne homographie, aussi finie, et si nous indiquons par u^, 
Mj, Kg les valeurs de u, u, « dans le point 0, nous aurons : 



11] 



4jrM(|=»« Itigrad -gradw j X *»d« — — Awi^t 

=j(4^-T.s)»--ji/«- y 
— j'iri'')-Kê»)i--jF-- ■ 



Bém. — L'égalité (1) n'est autre chose que le théorème de 
Oebbn que nous avons déjà démontré dans les Eléments (p. Il4). 
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On obtient, de la même manière, la [2] de la [2] du n. précé- 
dent en posant v^—, a étant un vecteur arbitraire constant. 

Et de même on obtient la [â] de la [3] du n. précédent en po- 
il est important de noter que si le point est un 
point ordinaire du contour o, alors le facteur 4t, dans les 
premiers membres des [1], [2], [3], doit être remplacé par 
2jr ; et si le pojnt est extérieur au volnrae t, les premiers 
membres sont nuls. 

Il y a un cas particulier de la relation [1] qui doit 
être remarqué. Supposons u = const. et nous trouverons 
que 

grad - X n.<îa = e, 

s étant respectivement égal à An, 27r, 0, selon que le point 
est intérieur, sur le contour (dans un point ordinaire), ou 
extérieur au champ t. 
Bappelons que 

on a alors 

aP-0)Xn,,_ 



? ayant le sens précédent. 



60. Transformation d' intégrales étendoes à on eontonr 
linéaire. 

Si s est un contour linéaire fermé , <r un diaphragme 
ayant pour contour s et le vecteur n existe dans tout 
point de (T ; et pour les nombres , les vecteora , les bomo- 
graphies fonctions de P les conditions ordinaires de con- 
tinuité etc. sont satisfaites, on a les formules de transfor- 
mation suivantes : 
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[1] |m X rfP^jn X rot«rf« 

[3] ju/\dP =JGK f^nd<7 

[)] LdP ^'(KRotK m dn 
[4] HidP= n/\gradj»(/iT 

[5, Jj^,.P==0 

[61 Jk^-^.p_Jk!^'„„. 

[7] rA!':.((/»=rAKRotK«n(fa. 

Dém. (1]. — La [1] n'est autre que le théorème de Stokbh déjà 
démontré dans les Eléments, p. 111. 

Dém. [2]. — Il suffit de substituer, dans la [1], u par u/\a [a 
étant constant]. 

Uém. [3]. — Substituons, dans la [1], u par Kaa ; et observons 
que: 

KaaXdP = aX<iàJ' 
n X rot [Koa] = n X [Rot Kaja =: « X [K Rot Kn] m. 
Dém. [4]. — Il suffît de poser, dans la [1], u = ma. 
Dém. [5], — Posons, dans la [3], a = --T^6trappelonsnon8(n.44, 
[6]) qne 

RotK|j = 0. 

Dém. [6]. — De la relation [3] il résulte encore : 

Dém. [7]. — Dans la [3] remplaçons a par ^a; on a: 

Aa.ap = KRot KAnwrfff, 
K Rot KAa = K Rot AKn = AK Rot Ka. 
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§ 2. Quelques théorèmes fondamentaux. 



61. Différentielles exactes dans tout le cbamp des 
points. 

Si u est un vecteur et a une homographie, fonctions 
contimtes etc., définies dans un certain champ de points P, 
alors dans ce champ 

[1] u/\dP, u X dP, tdP. 

sont des différentielles exactes seulement lorsqu'on a, res- 
pectivement, 

(2) M=.con8t., rotM^O, EotK«c=0. 

Dém. — Poar que tes exprensions |1) soient des différentielles 
exactes, il faut et il suffit que I' on ait respectivement : 

= â{uf\hp) — h(uf\dp) = duf\hP - i,u/\aP 

= (-gd/-)A8f-(-g6/')ArfP=CKi|(d^ASn (n.l9,[l']); 

= d(M X 8P) - S[« X «iPl = <*" X *P — 8« X *P 
= rotuXdPf\f>P, (n. 38, [1]); 

= d(oSPy— 6(odP) = da.bP - ba.dP 

= -^ dP.bP — -^ bPdP = K Eot Ka(dP/\(iP), (n. 88, [4']). 

Mais dP/\&P est un vecteur arbitraire, et comme C et K sont 
des opérateurs réversibles, il est nécessaire et suffisant que 1' on 
ait respectivement : 

„^ du ^ du ^ . 

rot u = ; 

K Rot Za = 0, Rot Ka = ('). 



(•) Par les formules [1], [2], [3] du n. 60 on peut a 
tout de suite, les conditions (2). 
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En particulier. Si m est un nombre réel, fonction 
de P, alors : 

mdP 

est une différentielle exacte seulement lorsqu' on a 



Dém. — On a ; 

Bot Km = Rot m = grad »i/\, 
et par conséquent (théorème précédent) 

"gradm = 0, grad »i X ^^ = t^i (i»i = 0, /« = coiist. 

Le théorème suivant est aussi fort important. On le 
déiîuit du précédent et de la solution générale d'une équa- 
tion différentielle que noua exposerons dans le n. 70. 

Si M est un vecteur fonction de P, alors : 



m 



est une différentielle exacte dans tout le champ des points 
seulement lorsque u a la forme 

[3] •« = WoA(^-0) + gradç, 

Mg étant un vecteur, un point, constants, et f un nombre 
fonction de P. 

Dém. — On a démontré que la [2] est une différentielle exacte 
seulement lorsque 

EotKK-^^ = 
c' est-à-dire {n. 17, [5] ; n. 44, [6]) seulement lorsque 

■n ^ du „ drotu „ ^ n 
Rot-^ = 0, — -r^ — = 0, rot«==2M„. 

Mais du n. 70, il résulte précisément que la solution générale 
de cette dernière équation est donnée par la [3]. 

Soient u un vecteur et œ une homographie fonctions 
du point P, qui varie dans un champ continu & trois di- 
mensions. On a les théorèmes suivants : 
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a) La forme différentielle quadratique 

[1] dPy^mdP 

ne peut jamais être une différentielle exacte^ sauf dans 
le cm où elle est identiquement nulle ; 

b) La forme différentielle du second ordre 

[2] uXd'P-^dPx '^dP 

n'est une différentielle exacte que si 



c) Si ta condition {B) est vérifiée, la forme [2] est 
la différentielle de la forme u X dP. 

Dém. a). ~ La condition nécessaire et eufflaante a&n qne la 
forme [1] soit une différentielle exacte est 

h{dP X adP) — d(i,F X o6P) = 0, 

ou bien, d'après des calculs et des réductions très simples: 

dbPyJslP — bP) + {dp - bP) X nrfôP +dPX ^<^P - SP X doAP=0, 

de/- X (a + Ktt) (di- — 6/-) + rf/" X fiorfJ' — ôi* X *i8 P = 0, 
(a) 2(i6PXDa(dP— 8P)+ [dPX 6odP- bPXàaî>P]=0. 

LeR deux termes de' la relation (a) doivent s' annuller , car ils 
contiennent des différentielles d'ordre différent de P. Le premier 
terme (dbP, dP — ÔP étant des vecteurs arbitraires) s' annulle seu- 
lement lorsque 

(&) Da = 0; 

mais alors a est une homographie axiale, c.-à-d. o = v/\; par con- 
séquent le second terme de ta relation {a) est nul aussi, et la forme 
différentielle [1] résulte identiquement nulle. 

Dém. I>). — La forme différentielle [2] peut s'écrire comme il 
suit: 



fc) 



d{u X dp) + dPX (« - IJ) dP; 



le premier terme est évidemment une différentielle exacte, et le 
. second terme , qui est analogue à [1] , I' est aussi si la condition 

Ifj suivante, qui résulte de la (f), est vérifiée: 
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Dém. c), —^ Si la condition (3) est vérifiée, le second terme 
} (c) est identiquement nul; par conséquent la forme [2] se réduit 
1 premier terme de {c). (*) 



62. Surfaces et lignes de toarbillon et de coarant. 
Théorèmes de Jacobi. 

Soit u un vecteur, ç un nombre, fonctions de P. 
La surface f = const. s' appelle surface de tourbillon 
par rapport à u, lorsque 

[1] grad (f X rot M = 

dans tout point P de la surface <f -■= const. 

On r appelle surface de courant par rapport à u 
lorsque 

[2] gradçXM = 

dans tout point P de la surface ç ^ const. 

Les intersections de deux surfaces de tourbillon ou de 
deux surfaces de courant, par rapport à w, b' appellent, 
respectivement, lignes de tonrblllon et lignes de conraat. 

Il est de toute évidence que : 

Dans chaque point d'une surface de tourbillon par 

rapport à u, rot m est parallèle au plan tangent; ainsi:. 

dans chaque point d' une ligne de tourbillon par 

rapport d m , rot u est parallèle à la tangente ; par coa- 



- /' équation différentielle des lignes de tourbillon 
est : 

[B] dPAi-otu = 0. 



(*) Les théorômeB a), b) sont dûs à M. E. Pascal (Suîla estensione 
del prinoipio donde deriveno il teorema di Cauehy ecc. — Rendiconti 
délia B. Accademia defle Scienze Fiaiclie e Matemutiche di Napoli, 
B. m, V. 48 (1912), 173-118, qui en a donné une démonstration tout à 
fait différente, fondée sur le calcul des vaiiatioae. Les démonstrations, 
très simples, que nous venons de donner, ainsi que le théorème c), 
sont dues k M. Boggio. 
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Les mêmes théoi-èmes subsistent pour les lignes et 
les surfaces de courant, en substituant u à rot u ; de 
sorte que l'èqualton différentielle des lignes tte courant est 

[i] dP/\u =- 0. 

D'après les relations []] et [3], [2] et [4], on a aussitôt 
qu' il existe une pç>^ de surface^ et de lignes de tonrbillon 
et de couvant par rapport à u. 

Théorème 1". — Dans chaque point d' une àgiie de 
_ tourbillon par rapport à u, u X dP est une différentielle 
exacte. 

Dém. — On a 

rot M X dP/\bP ~ rf(« X 8^) - 6(" X <iP). 

Si dP et bP sont sur une surface de tourbillon, dP/\bP est nor- 
mal à la surface et par conséquent normal à rot u. Le premier 
membre de l'égalité précédente est nul et par suite mX"*'' est 
une dilférentielle exacte. 

Théoeème 2°. — Siï«Xrot« = dans tout le champ, 
alors il existe des nombres m, f, fonctions de P, tels que 

u= m grad /, 

et il existe un nombre n, fonction de P, tel que 
rot {fj.u) = (•}. 

Déni. — Soient tp =^ const. , ip ^ coDSl. deux surfaces de tour- 
billon par rapport à m; grad <p et grad iii étant normaux à rotu 
et, par hypothèse, m étant aussi normal à rot «, il s'en suit que m, 
grad tp et gradiji sont parallèles à un même plan, c'est-à-dire qu' 
il existe des nombres h &i h tels que 

u^=h grad ^ + h grad ^. 

En maltipliant (X) par dP on a. 



(*) Cette conâition est une conséquence immédiate de la pre- 
mière comme il résulte de la démonstration. En vertu du théor. 1° du 
n. 64 la première aussi est une coaeéqnence immédiate de la seconde. 
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Mais aur les surfaces <f = const. et if = const. , le pre mier 
membre (Théor 1.} est une différentielle exacte, donc 

hdif = dX, Adtf = d}.', 

c' eat-à-dire ft et ft sont des fonctions respectivement de ip et de ■^. 
On pourra donc toujours poser ; 

(avec un facteur intégrant convenable); ainsi on aura (n. 45) 

u = m grad f. 

Et si nous posons m = — on obtiendra aussitôt (n. 54, [2]) 

rot (fiM) = 0, 

Théorème 3°. — Si dans tout le champ on a 

div M = 0, 

il existe alors des nombres X, fi, fonctions de P, tels que 

U = gradX/\gradfi. 

Déra. Soient (p = const, te = const, deux surfaces de cou- 
rant par rapport à u. Etant u normal à grad <p et grad i^ on a 

u = h grad q>/\grad ^. 

En prenant la divergence des deux raembrea on a 

grad h X g^ad tAS'^^ ^ = 0. 

Les trois vecteurs grad k, grad tp, grad i|i étant [larallèles à un 
même plan, il existera des nombres m, n, tels que 

grad h = m grad <f + n grad iii ; 

de cette formule on a 

dh ^ mdif + ndvp , 

d'où l'on déduit que h est une fonction de tp et v- 
En posant 



f/" fonction arbitraire), i 
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et par conséquent 

grad l/\grad lii = fi. grad <p/\grad 1(1. 
Le théorème est ainsi démontré en posant 1(1 =; |j. (*) 

Théorème 4". — Quel queitoit le oecieur u fonction de 
P, on peut détermine)' des nombres X, /j. fondions de P, 
tels que 

rot u =^ grad X/\grad ^. 

Dém. — Il suffit en effet d'observer que (n. 54, [1]) div rot m ^ 
et ensuite d' appliquer le théorème précédent. 

63. Équations de Laplace et de Poisson. 

Si a est une homographie fonction du point P, esriste~ 
t-il des homographies Ç, fonction de P, têts que 



Si « = {équation de Laplace , Ç étant un nombre 
réel) une solution de 1' équation [1] est donnée par 



1 = 



mod(P — 0)' 

étant un point fixe, extérieur au champ r {à trois di- 
mensions , continu, etc.), dans lequel P varie, et x^ étant 
une homographie constante arbitrarie. 

Si a^O {équation de Poisson, ^ étant un nombre 
reél) une solution de 1' équation [1] est donnée par 



^ 4n) r 



(*) Jacobi, Theoria noei mullipUcatoris systemali aequationum dif- 
ferentialium vulgarium applicandi. Creile' 9 , Journal , Bd 27 (1844) , 
p. 202. Ou : Joum. flir Math. Bd 2Ï p. 199. Bd 29, pp. 213 ; 333 (1848- 
1850); Gbb. Werke, Bd. III, p. 346. 

(**) IJiie solution de V équation ^'x = M est 



if" 
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où a est considéré comme fonction d'ua point V variable 
en r et r est la distance -de P h, P". 

Dans ce qui va suivre il nous suffit de constater que la 
relation [1] admet des solutions. Dans les applications nous 
aurons l'occasion de considérer des solutions particulières de 
la relation [1] qui vérifient des conditions spéciales dans le 
champ T ,et sur le contour t. 



64. Vecteurs dont le rotationnel ou la divergence sont 
nuls dans tout le champ. 

Théor 1". — Si dans un certain champ on a 
rot M = 0, 

le vecteur u est alors le gradient d'un nombre; c'est-à- 
dire il existe un nombre m, fonction de P, tel que 
u = grad m. 

Dém. — D'après l'hypothèse on a MXrotM=0; par consé- 
quent (Théor. 2" n. 62) 

u = i, grad \i. 
De celle-ci, en opérant avec rot, on a 
grad. X/\ grad n = 0. 
Donc il existe le nombre réel k tel que 
grad X = A grad |i, 

dX =: Adji- 
snit que h et X sont des fonctions de [i. Alors en 



ou tel que 



posant 

m = Ud([ 

il résulte 

grad m = i. grad (i = m. 

Thâob. 2". — Si dans un certain champ on a 
divM^O, 
le vecteur u est alors le rotationnel d'un vecteur; c'est- 
à-dire il existe un vecteur v, fonction de P, tel que 
u ^ rot V 
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Dém. — Dn théor. 3° du n. 62 oa a 

1* = grad X/\ grad ji = rot (i, grad ji) =: rot v , 
qui démontre le théorème. 

65. Théorèmes de Clebsch. 

Théor. 1". — Si u est un vecteur fonction de P etn est 
un nombre entier positif non nul, alors : on peut déter- 
miner, d'une infinité ih manières, le nombre réel m et 
le vecteur v, fonctions de P, de sorte que 

(1] M = grad m + rot" v. 

Dém. — Soit m une solution (d. 63) de l' équation 

/\,m = div M. 
Puisque A"» = diT grad m. on a, 

div (m — grad tn) = 
et ainsi en vertn du tbéor. 2* du n. 64 il existe un vecteur v 
tel que 

H — grad m ■=. rot v. 

Nous avons ainsi démontré la relation [1] quand n = \ (théor. 
de Clebsch). 

Grâce au théorème que nous venons do démontrer on peut 

u =^ grad m + rot Vj 

r, =^ grad m ^ + rot v^ 



ï>B_i = grad»«B_i H-rCtï'; 
en observant que rot grad 7«r =0, il résulte 
M = grad m + rot" v 
qui démontre l'égalité [2] en général. 

Théoe. 2°. — Si pour u et n les hypothèses du théo- 
rème précédent subsistent, il existe une inanité de vec- 
teurs oc, fonctions de P, tels que 

[2] . rof.i- ' ic = rot M 

et les vecteurs x sont tous et seuls les vecteurs v qui véri- 
fient la relation [1] du théorème i°. 
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Dém. — ËD opérant avec rot sar les deux membres de la 
relation [1] on a, 

rotM= rot"+'ï' 
et par conséquent v est an des vecteurs x qui vérifient la relation m. 

Kéciproquement 1' égalité [2] peut a' écrire / 

rot (rot« ir — m) = 

qai en verta du théorème 2° du n. M exprime que x est un des 
vecteurs v qui vérifient la [1]. 

Théoe. 3°. — Quel que soit le vecteur u, fonction de 
P, on peut détenniner, d'une infinité de manières, les nom- 
bres m, X, I* fondions de P, de sorte que 

u = grad m + X grad /a,, 

Déno. — Du théor. 3" du n. 62 on a 

rot M = grad X/\grad j» = rot (X grad |i) 

et par conséquent 

rot (M — X grad [») = 

et enfin (théor 1", n. 64) 

M — X grad \L = grad m. 

66. Un théorème fonctionnel. 

Si a est une homographie fonction de P, on peut alors, 
de quelque manière que V on ftœe le vecteur constant a, 
déterminer un nombre f(P,fi) et un vecteur f(P,a), fonc- 
tions de P et de a, linéaires par rapport à a et tels que 

«a ^ grad <p{P,«)-|-rot/'(P,a). 

Dém. — En vertu du théorème de Clbbsch on peut déterminer 
les fonctions <p,{F,a), fi(P,a) de P et de a telles que 

(!)■ aa= gradrp,(P,a) + Totfi{P,a). 

Si 6 est un autre vecteur constant ^ considérons les vecteurs 
a* et a{a + 6). De la (1) il résultera 

(2) grad I WP,a) + <Pi(P,&) - fifP,» + fr) | = 



./ 
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Mais, si m et ir (nombre et vecteor) aoot des fonctions géné- 
rales dii point P, alors; l a condition gradffi^=rota; e ntraîne Isa 
i^fni(1it.io|iH m ^ cona t., x =^ const. Donc. l\ étant un point fixe, de 
la (2) on a 

(3) T,(r,o)+q>,(/',6) - cp,(/',a+6i = q),(/'^a)+q)i(/'„,&) ^ ipi /■,>,«+&) 

et de même pour f. Par suite , x étant an vecteur constant , si 
nous posons 

f(,P^) = fi(P,x) - fi{P„,x), 
f[P,x) = f,lP,x)-r,(Po,x), 
de la relation (3) on déduit 

, q>{ P,a) + (p(/',6) = ff(P,a + b) 

W ) f^ p,a) + /{Pfi) = A P,a + b). 

D' nne manière analogue, si m est un nombre constant on dé- 
montre 4ue 



<f(P,ma) = m<f{P,a) 
f{P,ma.) = mf{P,a). 



(&) } 

Les (4) et (5) démontrent que qp et /" sont linéaires par rapport 



a« = grad <f{P,a) + rot AP,a). 

En vertu d'un théorème bien coniia (lut. II, n. 1), il 
résulte que f et f peuvent se mettre aous la forme 

f{P,a) = uXa, flP,a} = ^a , 

M et p étant un vecteur et une homographie fonctions de 
P seulement. Le théorème précédent prend alors la torme : 

:S'i a. est une homographie fonction de P, on peut dé- 
terminer , d' une infinité de manières , le vecteur u et 
l'homographie p, fonctions de P , de sorte que , si a est 
un vecteur constant arbitraire, l'on ait 

eut = grad (w X «) + rot {^a). 

Observons encore que : si m , u sont un nombre et 
un vecteur fonctions de P et du vecteur constant a , li- 
néaires par rapport à a, alors on peut toujours poser 

fli = V X 1 1 w = aa, 

V étant un vecteur et a. une homographie fonctions seu- 
lement de P. 



.ï Google 



67. Théorème, pour les homographies, analogue à celui 
de Clebsch pour les vecteurs. 

Théor. 1°. — Si a. est une homographie fonction de P 
et n est un nombre entier positif, non nul, alors: on peut 
déterminer , d' une infinité de manières , le vecteur u et 
V homographie p, fonctions de P seulement , de soi'te que 



[1] 



dP ' 

1 vecteur conatant , on a du théorème 1° 



m étant an nombre et v un vecteur, fonctions de P et de « et li- 
néaires par rapiiort à a. En vertu du théor. du n. 66 on peut 
alors poser 

u et P étant fonctions seulement de P. La relation (a) devient 

au = grad (« Xa) + rot"(po) = K^a + (Eot"p)o, 
qui démontre la [1], a étant arbitraire. 

Théob. 2°. — Si pour a, et n les hypothèses du théo- 
rème précédent subsistent, il existe une infinité d'homo- 
graphies S, fonction de P, telles que 

[2] Rot"+i? = Eot«, 

et les homographies S sont toutes et seules les homographies 
P qui vérifient la [1] du théorème 1". 

Dém. — On déduit la [2] de la [1] par une démonstration ana- 
logue k celle du théor. 2" du n, 65. 

On peut la déduire aussi du théor. 2" du n. 66 pour les vec- 
teurs %a, aa, a étant constant. 



I .y Google 



'/ 



. Un théorème sur la dérivée du produit fonetionael 
d'an veetenr par une bomofiraidiJe. 



Il est bien oonna (n. 36, [1]) que 



1* , (da \ 



et que , en général , la ■ ne peut pas être exprimée 

saos le vecteur générique x auquel 1' homographie p - 

est appliquée. Il eat naturel de se demander : Dans quels 
cas a-t-on 

djxti) du da^ 

dP ~*d7'"^dp" 

comme pour les fondions anal/îiques ordinaires ? 

La question est résolue par le théorème suivant. 

L' homographie la plus générale, a, qui satisfait à 
la condition 

„, d{xu) du . dx. 

'^ ~dP '^dP'^dP"' 

(u étant un vecteur arbitraire) est nécessairement la dé- 
rivée, par rapport au point P, d' un vecteur ; c'est-à-dire: 
il existe un vecteur v tel que 

dv 



ou, en d'autres termes, xdP doit être une différentielle 
exacte (cfr. n, 61). 

Dém. — La relation [1] équivaut à 

d{au) = aàu + i-r^u]dP^adu + ^ u; 

d(o.u) = adu + rfa.M 
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et ainsi la [1] subsiste, u étant arbitraire, seulement lorsque 

(., ^=^ 

Cette relation exprime que da.dP est une différentielle exacte ; 
on doit donc avoir (n. 61) 

R(,tKda. = 0, d(IlotKa) = 0, Eot Ka = const. 

Eu opérant comme pour les [6'] du n. 69 et 70 on a 

Ka = -.(P-0)Aa<, + K^, 
oo étant une homographie constante, et par conséquent; 
(à) a=a^.(P-0)A+^. 

Cette valeur de a doit vérifier la (a). Mais on a 
adP= o, j (P - 0)AdP \ + dv, 
d{adF) j„ . , ^dv 

dv 
da = «o/ÏPA + ^-Jp 

et par conséquent, en vertu de la relation (a), 
aa.dP/\=0. 

Mais cette relation subsiste dP étant arbitraire, et par consé- 
quent on doit avoir Og =: et dans ce cas la relation (6) donne pré- 
cisément a^ -r-. 
dP 

Nous avons encore le théorème suivant : 

Si pour %, M, V les hypothèses précédentes subsistent 

. . dv 

et st ix = -7=, on a 
ar 

Dém. — On a, comme il est bien connu, 

Ka = a - aVoiA = " - (rot »)A ; 
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en 


appliqnaDl 


la[l] 


în a 


n. 33, [1]) 








a(Kau. 
dP 


du . 


da 


-rot.A^. 


+ -A^ 






= 


a -rot 


"A) 




•ARotSm 



§ 3. Équations différentielles. 

Pour ne p&a répéter dans chaqae théorème de ce § la 
signification des lettres dont nous faisons usage , nous in- 
diquerons en général par i 

M, «, m respectivement, ud vecteur, une homographie 
un nombre réel-, fonctions données du point P variable dans 
un champ t, continu, etc. à trois dimensions ; 

Ug, %g, Difi des élémeuts analogues aux précédents, mais 
constants ; 

X, Ç , œ un vecteur , une homographie , un nombre 
réel que nous voulons déterminer (inconnues) de manière 
à satisfaire à de certaines conditions données (équations) ; 

V, w, fl, n encore des vecteurs, une homographie, un 
nombre réel, fonctions de P, ou tout k fait arbitraires, ou 
sujettes à des conditions qui seront indiquées chaque fois ; 

un point constant arbitraire. 
Les équations différentielles que nous considérons dans 
ce § sont de la forme générale 

(a) r</ = '' 

oà / est un quelconque des opérateurs 

div, rot, grad, gradD, Rot, VEot, DRot, RotD 

et y, h sont des éléments convenables des classes nombre 
réel, homographie, vecteur. 



{*) La -rp aussi peut être exprimée sans le vecteur x 

auquel on vent l'appliquer. Il suffit d'observer que K{v,u>)u^v'^u.tv, 

que v'X.u est ua nombre et appliquer les [4] du n. 39 et la [2] du d. 39. 
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Des équations (a) nous donnoQB la solution générale 
lorsque A = et des solutions particulières lorsque h ^0, h 
étant d' ailleurs constant ou fonction de P. Il est évident 
qae l'on obtient les solution générales des (a) quand h=^0, 
en ajoutant à la solution particulière la solution générale 
de 1' équation correspondante (a) lorsque /t = 0. 



69. Solutions générales des équations fy = 0. 

Les équations différentielles [l]-[9] ont pour solutions 
générales lea expressions [l'J-[9'] (fes inconnues: 

[1] diva;==0, |1'] iK = rotw 

[2] rot a; ^ 0, [2'] x = grad « 

[3] grad rr ï= 0, [3'] x = const. 

[4] grad S = 0, [4'] ^ = KRotp 

[6] gradDS = 0, [5') D; = RotKEotD^ 

[6] EotS = 0, [6'] e = K^ 

l 5 = K Bot p + div V^ 



[8] D Eot ; — 0, 



dP 



[9] BotDE_0, [9-1 Dl-i£^ 

Notons que les relations [7], [8| donnent toutes les ho- 
mographies ^ telles que Rot^ est une dilatation ou nne 
homographie axiale. 

Dém. [1']. - Du théor. 2" du n. 64. 
Dém. [2']. - Du théor. 1" du n. 64 
Dém. [8']. ~ La (3) équivaut à 

= gradicX'ïP=(fc» 
qui doone précisément x = const. 
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Dém. [i"]. ~ La relation [4] équivaut, a étant un vecteur cons- 
tant, k chacune des conditions 

«Xe^dÇ^O, div(K|a} = 0, K|a = rotM>, 
w étant fonction de P et de a et linéaire par rapport k a. 

Donc (n. 66) il existe une homographie p, fonction de P seule- 
ment, et telle que 

£5» = rot w = rot (fia) = (Bot A/ 
qui démontre la [4'], a étant arbitraire. 

Dém. [5']. — D'après les formules [5] et [4'] on a 

D|=KRotY, 
Y étant une homographie telle qne 

VItotY = 0, 
c' est-à-dire telle que (n. 43, [3]) 

grad Cy = 0. 
Cette équation, en vertu de la [4"], a comme solution générale 
CY = -KItotp, 
de laquelle on obtient (n. 17, [9] ; n. 43, [1]) 
(a) y=.K Eot p — i-Ij Kot p = K Rot p + div Vp. 

De cette relation , et en vertu des formule» que nous citons 
dans le marge à droite, on a successivement 

D| = ï Rot K Rot p + K Rot div Vp ^ 

= K Rot K Rot p + K j (grad div Vp)A \ {n. 4^ [1]) 

= K Rot K Rot p — (grad div Vp)A (n- 12, [2]) 

= K Rot K Rot P -f- (V Bot K Rot p) A (n. 43, [4]) 

= DRotKRotp (n. 8, [4]) 

= Rot K Rot Dp (n. 43, [5'J) 
qui démontre la relation [5] (*). 



(*) Voici nue autre démonstration : 

Y = K j Rot p + div vp j = K j Rot Dp + E"t (VPA) + div VP j 



= K Rot DP + K " 



D|=KRotY^KRotKRûtIl 
= Rot K Bot Dp. 
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Déia. [6']. — La [6] équivaut, a étaot un vecteur oonataot, à 
(Rot^)M = 0, Tot(\a) = Q, |a = gradn, 
n étant fonction de P et de a et linéaire par rapport à a. Il existe 
donc un vecteur v tel que 

5a = grad n = grad (« x a) = K — a 

qui démontre la relation (6'), « étant arbitraire. 

Dém. (7'] — La [7] est équivalente à chacune des conditions 

suivantes, en vertu des formules que nous citons dans le marge. 

gradCÎ = (n. 48, [2]) 

5 = K Rot P + div Vp [voir (a)] 

qui démontre la première des relations [7']. 

En opéraut sur les deux membres de cette formule avec l'opé- 
rateur Rot (Dém. [6']) on a : 

Rot I = Rot K Rot Dp, 

Rot(| — KRotDp) = 0, 
qui, en vertu de la [6'], donne la seconde forme. 
Dém. [8']. — La [8] équivaut à 

mais, puisque gradKotÇ — 0, w doit être tel que 

grad (w>/\) = 0, c'est-a-dire, rot «1 = 
et, par conséquent, 

w = grad n. 
La relation [8] prend donc la forme 

RotÇ = (grad7i)A = Bot m 
d'où 

aot(Ç-n) = 

qui démontre la [8'] en vertu de la [6']. 

Dém. [W]. -- De la relation [9] on a, d' après la [6], 

pourvu que l'on ait 

V-r^=0, c'est-à-dire, rotv = 0, ou bien if = gradn, 
qui démontre la [9'] 
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70. SoIotioDS rartienlières des équations fy = const. 

Les équations différentielles [l]-[8] ont pom^ sointions 
particulières les escpressions (l']-[8'j : 

[1] diYa:-m„, (l'J !«_l»i„(P— 0) 

[2J rotac-M,, |2'1 x — ^uMP-0) 

[3] grada:-M„, [3'i x — u„X{P-0) 

|4] grad î — »„ [4'] 5 — »„ X (P - 0) 

[6] gradDï-i»„, |5'] D$ = », X(P-O) 

[6] EotE_.„, |6'J E„_i(P_0)A.^ 

[7] VEot5 = w„, [7'] E-M.X(P-0) 

|8| DEotî = D.., [8'] 5__l(i>_0)AI>"o 



Dém, — En vertu de propriétés bien connues, les opérateurs 
div, rot, . . . appliqués aux seconds membres des relations [l'H^I 
donnent les seconds membres des relations [IH^]- 

L',équation différentielle 
(a) Rot \ = ma 

a, à' après la (6'), la solution générale 

(a') 5 1„,.(P_0)A+Kg 

et, en vertu de la seconde forme des (7') du n. 69, 

{a") e = KRotD^ + K^ 

dans laquelle DB ne peut avoir que la forme suivante 



1™ ,„ ^„ , rfgrad» 



I>?-T~.(P-0)' + 



iP 
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Dém. — De (a') et (a") il résulte que 

. KRotDp = -^(P-0)A, 
c' est-à-dire 

EotDp = Ç^iP-0)A--=^|m„grad(F-0)'|A = jRotjm„(F-0)'j 

et par conséquent 



MP- 0)= ■ 



dp' 






mais on doit avoir ¥-77;= 0, c' eat-à-dire, i-otw^O et ainsi on ob- 
dP 

tient l'équation (6). 



71. Solotlons particulières des équations fy = fonc- 
tion de P. 



Théop. l". - 


— Les équations diffèrenlielles 


[11 


diy X = m 


m 


grftd Ç = M 


[B] 


grad DS = M 


m 


VEotÇ = w 



admettent des solutions, quelles qus soient les fonctions ni,u 
de P, et des solations parliuilières sont données respective- 
ment par : 

[1'] X ^ grad n, avec A n = m {n. 63} 

(4'] Ç = m — v/\, avec u = grad n + rot v (n. 66) 



[7'] Ç = » + 2îj/\ , avec u = grad n + rot v (n- 7, ) 

Dém [1'], — Posons aj = grad « + rot w. On a . 
div X = div grad n = A " 
qui démontre la [1']. 

Dém. [4']. - Posons (n. 65) 1* = grad n -|- rot v. On a (n. 44 [2]) : 
M = grad n - grad (v^) = e^a-d (n — v/\) 
qui démontre la relation [4'J 
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Dem. [51. — Posons (u. 65) w= grad n + rot»». On a (n. 
[5], [6]) 

« = grad « + grad C ^ + grad KG ^ 

= grad(n+2DC^) 

qui démontre la relation [5'] 

Déra. [7'], — Posons u — grad w + rot n et noas aurons suc 
sivement, en verta de formules connues : 

M = VRotn+2V^ = VjRotn + 2^ — 2div«! 

= V I Rot 7» + 2 Rot («A) j = V Eot(n + 2i»A) 
qui démontre la [7']. 



THioB. 2°. - 


- Les équations différentielles 


[21 


TOtX^U 


[8] 


grad x=>u 


[61 


RotÇ = a 


[81 


DRot^ = Da 



adtnettent des solutions seulement lorsqu'on a, respecti- 
vement, 

[2'] ■ divM = 

[a"] rot M = 

[6T grftdK« = 

PI divgrada = 0. 

Une intégrale particulière de l'équation (3), pourvu 
que la (3') subsiste, est donnée par 

(a) œ = Jm X dP. {*) 

Dém. I^"]. — De la formule (2) on a 

div M ^ div rot x-^O 
et ainsi la [2'] est nécessaire. Elle est aussi suivante parce qu'elle 
exprime (n. 64) que u est le rotationnel d'un vecteur. 



[*) Fout les antres on n' a pas des expreesions simples. 
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Déra. [3']. — La relation [3] équivaut à 
da:=:uX<iP 
et par conaéquent u'XdP doit être une différentielle exacte, ce 
qui ne vérifie seulement (n. 61) lorsque la [3"] subsiste. 
De cela il résulte !a formule (a). 

Dém. [6"]. — La relation [6'; équivaut, a étant un vecteur con- 
stant arbitraire, à 

ayCgra.d'Ka^O, div(aa)z=0, aa :^rot« 
aa = rot (Pa) = (Rot p)a , 
ce qui prouve qne la condition [6'] est suffisante. Elle est aussi 
nécessaire puisque (n. 44, [7]) gradKBot5 = 0. 

Dém. [8']. — Remarquons d'abord que la relation [8'] équivaut 
à une quelconque des conditions suivantes 

divgradDtt = 0, divgradKa^O, 
parce qiie 

Da — a-VaA, Ka = a - 2VaA 
et en outre 

div grad (Va/\) = - div rot Va = 0. 
A la formule [8] on peut donner la forme 

D(Eot| — o) = 0, Rotk-a = v/\. 
En opérant dans les deux membres de cette dernière formule suc- 
cessivement avec les opérateurs K, grad, div, on a 
KKotl — Ka— — »f/\ 
grad Ka ^ — rot v 
div grad Ka = 0, 
et par conséquent la condition [8'] est nécessaire. , ir ri -. 

Si la condition (8') est vraie alors (Thé)>l^'l'') il existe un vec- "'* ^y_^ L J 
teur V tel que 

rot t) ^ — grad Ko, 
c'est-à-dire la condition est aussi su/usante. 
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APPENDICE 



L Lois générales pour tes notations adoptées dans le texte. 

Dans le n. S de l'Introduc. au Chap. I noua avons amplement 
expliqué ce que nous entendons par opérateor (toujours sousen- 
tendu à gauche). Voyons maintenant comment des opérateurs pour 
deux variables , (ou opérateurs binaires) , on peut déduire les sym- 
boles d' opération et voyons ainsi quelle est l' importance pratique 
de oeux-ci et quelles sont les lois auxquelles ils doivent satisfaire. 

■ 1. Soient U , V, W des classes quelconques et o un opérateur 
qui transforme les couples formés par les Î7 et V (dans cet ordre) 
en des éléments de W. Si, quel que soit 1'^ de C/et 1'^ de V, on pose 

la notation a;Oy a on sens précis (dépendant de celui de a) et in- 
dique un élément déterminé de la classe W. C'est entendu que le 
symbole Oi dont la forme peut varier k volonté quand U, V, W, a 
varient, doit être, comme a, indépendant de ic et y; c'est-à-dire 
qu' il ne doit pas varier pendant que a:, y varient dans la classe 
considérée. 

Le symbole O s' appelle symbole d'opération pour les V et les 
F (dans cet ordre) qui donne un W; brièvement, symbole d'opé- 
ration pour le système U, V, W. 

Voici le caractère formel qui distingue un symbole d^opération 
de l' opérateur binaire correspondant. Le symbole d' opération se 
place entre les dens éléments du couple, tandis que T opérateur est 
mis à ganche dn eonpie même. 

H est évident qu' on peut , à volonté , passer d' un opérateur 
binaire à un symbole d'opération: ou d'un symbole d'opération à 
un opérateur binaire. 
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Lea symboles +, —, /\, Xi 1"^ noua avons continuellement 
employés, sont des symboles d'opération; pour les trois premiers on 
a U^ V^ W^ vecteur, pour le dernier (/'=; V=: vecteur et W^ 
nombre réel. 

i. En pratique est-il plus commode de faire usage du B;tnboIe 
d'opération ou de Topératenr binaire I 

Il n'est pas possible de donner à cette demande une réponse 
générale ; il faut examiner plusieurs cas. 

a) La notation J^O^ comprend trois symboles (le symbole co, 
le symbole O st '0 Symbole y) tandis que la notation oix,y) com- 
prend six symboles {a., x, y, les deux parenthèses et la virgule) 
et par conséquent : l'écriture au moyen du symb(Àe d'opération est 
plus simple que l'écriture au moyen de l'opérateur binaire. C est 
là, sans doute, un argument en faveur du symbole d' opération. 
èj Si 17= V= W:= noiïibre, et si nous posons 
o(^,y) = x + y, 7i(x,y) = xy,y, 
alors la propriété distributive du produit par rapport à la somme, 
qui est ordinairement exprimée par la formule très simple 

«X(a^ + y) = -îXa^ + 2Xy, 

prend la forme illisible 

n j s,<a;,y) j = o j 7iz,x),n{z,y'^ 
et on complique d'une manière analogue tout l'algorithme algé- 
brique, qui est si simple. 

Si pour les vecteurs on pose, en suivant les notations dérivées 
inexactement des notations précises et nécessaires de Hauiltoh (*), 

la propriété simple du produit miste exprimée par la formule 

a'Al/X« = a-XyA*, 
prend la forme 

où l' on ne voit plus la propnété commutative des symboles XiAt 
qui est ai bien mise en évidence par l' écriture précédente. 
Lea notations à système cellulaire, 

{x,y) = x\y, {x,v]=xf\v 
donnent à cette même propriété oomninlatlTe la forme 



(*) Pour Hamilton S et V sont des opérateurs, bieu définis, pour 
les quaterniona-; dans les notatioûs S{x,y), V(ic,ir) les symboles S, T 
sont, au contraire, des opérateora binaires. 
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qui, en vertu des lois nnirerselles des parenthèses, semble exprimer 
une propriété assoclatlTe t Cela est dû au fait que l' on indique , 
contrairement à toutes les lois communes de l'algèbre, par deux 
parenthèses le aymboleà de fonction (tandis que lea parenthèses de- 
vraient fonctionner toujours et 'seulement comme groupeurs ou 
séparateurs). C'est 1' oubli de cette règle qui rend la notation à sy- 
stème cellulaire la pire de toutes celles qui existent. 

On peut conclure que; si un symbole d'opération a un algo- 
rithme identique ou semblable d.wn des sym^les d'opération de 
Valgébre, alors, non seulement il n'est pas convenable de substituer 
l'opérateur au symbole d'opération, mais ce serait très nuisible. 

c) Si le symbole d'opération a un algorithme tout à fait dif- 
fèrent de l' algorithme algébrique, alors la loi de permanence, qui 
est une loi purement économique, peut conseiller de faire nsage de 
l'opérateur ptntùt que un symbole d'opération, malgré le petit avan- 
tage indiqué au § a). 

Noua ayons suivi ce critérium pour la notation H(m,«) qui 
indique une dyade, et ce critérium sera utile dans plusieurs autres 
cas qui se présenteront dans un développement ultérieur des nota- 

8. PeiUr-on laisser sousentendu, et est-il convenable de le faire, 
le synibole d' opération ; autrem,ent dit , peut-on écrire en générai 
xy au lieu de xQy? 

Il est évident que si on peut logiquement aousentendre le sym- 
bole d' une opération pour le système U, V, W, on ne peut plus 
faire cela pour d' autres opérations relatives au même système , 
ni pour aucune des opérations relatives à tous les systèmes U, 
V, W. 

Indépendamment de la possibilité logique de la suppression, 
on peut observer que l'abus de ce moyen abréviatif peut donner 
lieu à de sérieux inconvénients et rendre la lecture des formules 
très difficile ; mais on peut en conseiller un usage modère et pour 
les opérations fondamentales qui sont d'an usage continuel (comme 
dans l' algèbre pour la multiplication) , malgré quelque défaut lo- 
gique-formel que nous indiquerons plus tard (Cfr. n. 4). 

Noua avons laissé sousentendu, en suivant Hamiltok, le sym- 
bole de produit fonctionnel entre deacc opérateurs. En suivant l'usage 
commun nous écrivons mv, ou um pour indiquer le produit du 
vecteur i* par le nombre réel m, (et de même pour les formations 
géométriques de Grahsmann) en négligeant le symbole d'opération. 
NoQB avons aussi proposé de laisser sousentendu le symbole d' o- 
pération pour le prodnit alterué de Qrasshann, (Bibliographie, n. IG, 
p. 183 et p. 197) tout en ayant à disposition un symbole (nous 
avons proposé Q) dans quelques cas où cela nous paraissait néces- 
saire. Et nous croyons que dans le Calcul Géométrique général il 
n' y a pas d' autres cas ou Je symbole d'opération puisse être sous- 
entendu sans danger. 
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n îDiporte cependant de noter <)u'au point de vue logique le 
symbole d'opération ne poui-rail jamais être sousentendu. 

Par ex. Si O est un symbole d' opération pour le aystème 
U, V, W et iC est un élément de la classe U, alors xÔ est un " opé- 
rateur entre les V et les W „. Si noua écrivons xy au lieu de xQy, 
alors 1' opératenr est x et non xQ. Mais x est un élément de la 
classe U, classe aui peut être différente de la classe " opérateur 
entre les V et les W „. Bouc la suppression du symbole O empêche, 
d'un côté, la formation des opérateurs xÇ) (comme m/\, «X) st d'un 
autre côte elle peut donner lieu à des absurdes. 

Ces inconvénients, ainsi que d'autres analogues, ne doivent pas 
porter k la conservation systématique de tous lea symboles d'opé- 
ration ; il suffit d'avoir à notre disposition ces ^mboles pour les 
cas douteux et de connaître les inconvénients T[ue peut produire 
leur suppression. 

4. Soient: O un symbole d'opération pour le système V, V, W; 
a un élément de la classe f ; a un opérateur entre les U et lea V. 
En vertu des notations établies, 

désigne le produit (fonctionnel) de 1' opérateur a par l' opérateur 
aO et par conséquent aO« est un opérateur entre les U et lea W. 

C est d'après cette loi que nous avons formé 1' opérateur uf\a, 
qui SB présente souvent dans les applications. Nous n'aurions pas pu 
le faire si pour le produit fonctionnel on faisait usage d' un sym- 
bole, comme, par ex., O' 

Les inconvénients indiqués au n. 3 se vérifient aussi pour la 
notation aQa. En effet; tandis que O est un symbole d'opération 
pour le système U, V, W, aOa. est un opérateur entre les f/et les W 
et il résulte que O est aussi un symbole d'opération pour le système 
U, " opérateur entre les U et les V „, " opérateur entre les U et 
les W„, ce qui contredit à l'hypothèse primitive. 

Comme au n. S, nous observons qu' il suffit de connaître ces 
inconvénients pour les cas douteux, sans qu' il y ait besoin d' ex- 
clure la notation, si commode, pa de Hamilton. 

5. Quelle doit être la forme des symboles pour les opérateurs 
et quelle la forme des symboles d' opérations ? 

Elle peut varier ad libitum. On peut conseiller l'usage de lettres 
ou de groupes de lettres (symboles parlants) pour lea opérateurs et, 
par conséquent, exclure les lettres — excepté des alphabets qui 
ne sont pas en usage —, pour lea symboles d' opération. 

En tout caa il est inadmissible qu'un même signe puisse avoir 
deux significations ou deux algorithmes différents. De même les 
parenthèses et les points ne doivent jamais être employés comme 
des symboles d' opération ou de fonction, mais seulement comme 
groupeurs 
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Il importe de noter que l'absence du symbole d'opération, ainsi 
que la substitution de l' opératear binaire au signe d' opération, 
empêche la formation des opérateurs aQi «O" dont 1' utUité et la 
simplicité sont indiscut^les. 

C'est pour cette raison aussi que nous avons exclu les notations 
Six,v), V(=cv), (x,y), [a^,y]. 

Nous n' exluoDS pas de même l' opérateur index, \ , de Gras- 
SMANH (Bibliographie, n. 16, p. 190-192), car il esl d'une utilité in- 
discutable dans la Géométrie (Bibliographie, n. 36) et dans la Mé- 
canique d'un corps solide. Il en est qui pensent que, une fois introduit 
r opérateur iJidex de Grasshanb, le symbole d' opération pour le 
produit vectoriel {f\) devient inutile, car 

aA&=i(«6), 

a,h étant des vecteurs et a* le produit alterné (biTectenr) de a 
par 6. Cette opinion est insoutenable , et voici deux des princi- 
pales raisons. 1°. L' absence du symbole f\ empêche la formation 
des homographies uf\, u/\a, dont 1' usage , dans les applications 
physico-mécaniques, est très répandu. 2°. L'opérateur | réclame 
l'introduction du bioecteur. Or, le bivecteur {couple) paraît bien 
dans la Mécanique des corps solides, mais il ne peut pas être ein- 
I ployé dans la Mécanique des corps déformables, car les formations 
^/ géométriques dl 2"*°-espéce de Orahshanh donnent bien tes sjstè- 
f\ mes des forces appliquées à un corps solide, mais ne donnent pas 
les systèmes de forces appliquées à un corps déformable. 



U. Qualernlong et djadea 



univoque (n. 9) d' une homographie dans la 
somme d' une dilatation avec une homographie axiale, correspond h. 
la décomposition, bien connue d'une dérormatloa Infiniment petite en 
deux antres, une déformation pore (la dilatation) et un mouvement de 
oorpa solide (I' homoffraphie axiale). On comprend donc facilement 
que si nous avons placé k la base des homographies générales les 
dilatations et les homographies axiales, cela n' est pas un acte ar- 
bitraire, ou purement formel-algébrique, mais simplement ce qui 
doit être fait pour tirer des homographies tous les éléments phy- 
siques et mécaniques qui sont nécessaires dans les applications. 
Et nous sommes confirmés dans cette opinion par l'exemple de 
Hamilton dont les symboles fondamentaux S, V, K correspondent 
aux nôtres D, V, K et par 1' exemple de Gibbs qui , suivant une 
route tout à fait opposée à celle que Hamilton a si ingénieusement 
et rigoureusement tracée, obtient un système inapplicable en pra- 
tique, système qui doit son existence, non à des faits intrinsèques, 
mais à des coordonnées cartésiennes. Nous estimons que quelques 
mots d' éclaircissement à cet égard ne seront pas superflus. 
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QuATERNiONB DE Hahilton. — Soit S un nombre et u un vecteor. 
L' homographie vectorielle 

est une homographie spéciale, qai a pour dilatation le nombre s, 
et dont le vecteur est u. L'homographie y opère dans tout le champ 
des vecteurs et da?is ce champ d' application ce n' est pas le qna- 
ternton dont le maUlre est s et le Tectenr est u. 

Ponr obtenir de y. le quaternion dont le scalaire est s et le 
vectear est u ii faut considérer l'opérateur y, âonl le champ d'ap- 
plication est formé par les seuls vecteurs normaïue à « et dans ce 
cas on a, selon la notation complhe de Hamilton, 

Vi = s + I"' M (Cfr. Bibliographie, n. IG, p. 207). 

Il est évident que les propriétés de f peuvent changer quand 
son champ d' application change ; par ez. siu croit de — -^ ^ "n > 

et ne croît pas de à m. 

Mais on peut porter un exemple très caractéristique. 

Il est bien connu que le carré d'un quaternion est un qua- 
ternion. Eh ! bien, faisons le carré de y et noua obtiendrons facile- 
ment {Cfr, I, § 6} 

Y« = [(*' - u') + (2^)A] + H(M,u) 
= [*' + WA] + H(m,m) 
et v' résulte la somme d' une homographie analogue à y avec une 
dyade et il est impossible de réduire cette somme (n. G dernier 
ijàhorème), dans le champ général des vecteurs, à la forme de y. 
c est-à^dire à la forme apparente de quaternion. 

Donc ; si à y' il est impossible de donner la forme, même ap- 
parente, de quaternion, on a, en vertu de la propriété citée des 
quaternions, que y n'est certainement pas un quaternion. 

Si X est an vecteur normal à u alors 

H(»,u>r = uX*.« = 
et par conséquent 

c'est-à-dire : si on limite le champ d'application de y atcx vecteurs 
normau.!! à Vy, il en résulte que y' coïncide avec le carré du qua- 
ternion Yi, et ainsi la différence caractéristique entre 

qnal«rulon et nombre + homojcrkpUe axiale 
esl due simplement au champ d'application. 

C'est une propriété élémentaire de logique qne : si a,b sont des 
champs, a est une partie de b et différent de b, alors un opéra- 
teur f, défini dans le champ b est aussi dëAnI dans te champ a. 

Réciproquement il est de même évident que : dans les marnes 
hypothèses pour a et b, un opérateur f défini dans le champ a 
n'est pas iléitui dans le champ b. 
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n suit de là, coatrairement à ce qnd prétdudent les quatemio- 
nigtea modernes, que; de nos homographies il est possible de dé- 
duire les qualei-nion^ , tnaia des qualernions il est impossible de 
déduire nos homographies. 

DvADEfl BT DVADIQUBS DE G1BB8, — Si 7WUS fixons un système 
orthogonal etc. i, J, k, il est possible , par l' intermédiaire de ce jy- 
stèm^, d'établir une correspondance univoque et réciproque entre les 
homographies et les systèmes ordonnés de trois vecteurs. 

Cela peut, par ex., se faire de la manière suivante. Soit le sy- 
stème ordonné u, v, v) et faisons lui correspondre l'homographie 
a. définie en posant, par ew, 

(1) a = H(*,tt) + nU,v) + H(fc,«.) 

Cela réalise ]a correspondance considérée car, d'après l'expres- 
sion précédente de o, oa a aussitôt 

(2) ai = M, aj = v, <xk, = w 

. et ainsi, non seulement 0. est déterminé lorsque ti, v, 111 sont donnés, 
mais, si a est donné, la terne ordonnée u, v, m est déterminée 
(par la relation [2]). 

OiBBS obtient précisément 1' homographie générale sous la for- 
me (1). Mais cette manière d'introduire les homographies présente 
des inconvénients logiques et pratiques dont il est utile d'examiner 
les principaux. 

a) Les homographies, qui sont réellement indépendantes des 
éléments fixes de références, deviennent au contraire dépendantes 
du système i, J, k. 

b) Les trois dyades, dont chaque homographie a est la somme, 
ne sont pas des fonctions de l'homographie a seulement mai^ussi du 
système l, J, k. 

c) Les homographies, qui forment un système linéaire, sont 
décomposées, systématiquement, en trois dyades et l'on sait que les 
dyades ne forment pas un système linéaire. 

Ce dernier défaut est le plus grave, et c'est à lui que sont dues 
les grandes complications du calcul de Gibbs et sa dépendance 
constante- du système de coordonnées cartésiennes (système non 
linéaire). On ne peut pas excuser ce défait comme une première 
tentative du calcul des opérateurs vectoriels linéaires, car I' oeuvre 
ingénieuse de Hamilton (que nous avons suivie , en généralisant , 
par la décomposition de a en Da + Va/\) indiquait nettement te 
chemin à suivre dans ce genre de recherches. 
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III. Les homographie B ohtenneB an mojei) de coordonnées 
cartésiennes. 

Soit i,J, fc an système unitaire-orttiogonal'dextroraum de vec- 
teurs. 

a) Une homographie quelconque a est déterminée lorsqu'on 
donne les veeteurs ai, aj, oJc. En exprimant ceux-ci linéairement 
au moyen du système i, J, k, l'homographie a est déterminée par 
les trois formules suivantes , dans lesquelles les neuf nombreH 
réels On sont connus : 

i ai =a„i + a,tJ + ai^ 

(1) ! aJ = a^i + a„J + a^k 

f ak = (h,i + a^J + <h^- 

Quand on fait seulement usage de coordonnées cartésiennes, 
alors I' homographie a est déterminée par les neuf numéros On or- 
donnés en trois systèmes ; précisément par le tableau-déterminant 



"31 "31 '^'33 

qui a une valeur et une forme purement symbolique et qui ne peut 
pas paraître, comme a, dans les formules et dans les calculs. 

b) En vertu d'une identité connue et du théorème de com- 
mutation on a, par 02. : 

Kai = * X ^o*t +J X 'Kai.J + fc X ScU.fc 
= < X "*■* + * X "./-J + ' X ofc.fc 
et ainsi d'après la relation (1) on a 

IKai = a„* -1- aaiJ + Osik 
Kofc = 0,9* + a^ + a^fc ; 

par conséquent dans le système purement cartésien l'homographie 
Ka est représentée symboliquement par le tableau 

l «ti «M 
! Otï «M 
3 "eï O33 

que l'on obtient de (!') en changeant les lignes avec les colonnes. 
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e) Pour 1' homograpliie Ra on a 

I «M «ta I I Ofâ «!i I I «li Œ„ I 

I "m ûss I I 0» «31 I I «3( «31 I 

Eai= 

Eofc= 



Le tableaa sjmboliqae pour l'homographie Ba eet formé par 
les déterminants du 2° ordre tirés du tableau symbolique de a. 

d) La condition dm = oir exprime que a eat une dilatation. 

e) Pour les in-variants et le vecteur de n on a 

'ïas ''si I I 0(! "iï I 
+ 

«13 «11 I I «!1 "m I 



I,a = 


«H «Î3 

+ 




a,, a,î (1,3 


M = 


Q„ a„ 083 




"31 "M «33 



Va = («„-«„)( + (<.., -«„« + («„-<.„)* 
f) Si au lieu de i, ^, & nous écrivons i,, i^, i^, alors, d'après 
les relations (1) on a facilement 

a = 2nr«H(,i,,fe), 
qui est l' expression donnée par Gibbs à 1' homographie générale. 

On ne sait pas bien ce que les neuf numéros an doivent re- 
présenter vi8-è;-vis des coordonnées cartésiennes, mais ils deviennent 
les coordonnées de a par rapport aitx neuf dyades indépendantes 
H(ïr, U) et acquièrent ainsi une signification géométrique; ils res- 
tent cependant encore neuf, c' est-à-dire trop pour qu' on puisse 
en faire usage (*). 

Observations. — Les formules e) montrent à quelles compli- 
cations inutiles conduit la référence aux axes cartésiens; la forme 
fl de GiBbs n'est pas moins compliquée quoique plus géométrique. 
Le théorème de commutation, les formules qui donnent <iixf\y), 
les propriétés de l'opérateur it, tes produits d'homographies, etc. 
sont à peu prés intraduisibles avec les coordonnées, car ils donnent 
lieu k des formules illisibles, comme le lecteur peut facilement le 
constater. 



(*) G-ibba donne une grande importance à l' identité 
H(<,l) + HO^+H(»,«;) = l 
i coïncide avec l'identité élémentûie 
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- (cfr. n. 86). 



IT. Sur la déflultloB des opératenrB grad, Bot. 

Les seconde membres des relations [3], [4] du n. 37 peuvent 
tout d' abord sembler arbitraires pour la définition des opérateurs 
grad, Bot. Il est donc utile d' examiner brièvement l'origine de ces 
seconds membres. 

Soit o une homographie et u un vecteur, fonctions du point P. 

Avec les notations introduites dans le texte on ne peut pas 

d(an) ... , ^ 

exprimer la — ' si on ne considère pas le vecteur x comme une 

variable indépendante à laquelle on veut appliquer l'homographie 
d(au) , 
dp 

Gela n' indique pas, en général, que les symboles introduits 
soient insuffisants, car une homographie p plus que comme élément 
à soi, doit, dans les applications, être presque toujours employée 
comme opérateur pour les vecteurs x. On a ainsi à considérer bien 
plus souvent px que p. 

En introduisant l' opérateur binaire de M. Pieri (n. 48) on a 
aussitôt, d'après les formules [3], [4] du n. 37, 

gradaX!c = Ii8(Ka,3!) 
(Eota)a; = 2VS(a,ic) 

qui, même dans la forme, enlèvent à la définition de grad et Bot 
toute apparence arbitraire ; car elles donnent grad et Bot en 
fonction d'une homographie bien déterminée, dont nous connais- 
sons la relation intime avec d" autres homographies d' un usage 
continuel. 

L' opérateur binaire S donne lieu à une observation curieuse. 
On a facilement 

et d' un autre côtt il est bien connu que 



En comparant les relations (a) et (6) et imitant les n 
ont conduit quelques auteurs à indiquer par (itgrad)»; notre sym- 
bole absolu-7^ m, ou, encore, imitant Gibbs dans la définition sym- 
bolique des dyadiques, on peut croire qu'il est permis de fabriquer un 
tachygraphe, ou opérateur symbolique, qui exprime S(a,M) au moyen 
de grado et de m, c' eel^-à-dire qui donne S(ol,«) en fonction de grada 
et de u. En général les tachygraphes ainsi obtenus sont plus nui- 
sibles qu' utiles dans le calcul absolu. Dans notre cas particulier 



.ï Google 



- 161 - 

on obtiendrait un aymbole absurde car , malgré les relations de 
forme entre les (a), (b), S(ii,u) n' «st pas aa« r«iietioK de grada et 
de u. On démontre cela facilement. Les homographies qui ont en 
commun avec a le gradient sont toutes et seulement les homo- 
graphies (n. 69) 

a + K Rot p, 

p étant une homographie arbitraire ; mais 

S(a + K Rot P,m) = 8(a,M) + 8(K Rot p,u) ; 

et puisque, en général S(K Rot P,m) =?t 0, ce que nous avons affirmé 
est démontré. 



T. Sur les opérateurs grad, Rot appliqués aux produits de deux 
homographies. 



Soient a, p des homographies fonctions de P et soit œ uo ^ 
teur constant En appliquant des formules bien connues on a 



I |EoK|k.)|»=|(Hot|iJ^« + 3TJf.^>| A'C 

En nous, rappelant le Théor, du n, 1 de l' Introd. au Chap. Il, 
nous voyons aussitôt qu'il doit exister un vecteur u et une homo- 
graphie Yi fonctions de a et de ^ seuleinenl, tel que si a est un 
vecteur arbitraire, mais constant, on a toujours : 

Alors les relations (1) prennent la forme indépendante de a, 

(3) grad(pa) = Pgrado-|-M, Rot{Po) = (Rot p>i + y- 

Nous savons exprimer m et y en fonction de a, p et d' un sys- 
stéme constant orthogonal etc t, j, k (n. 87, 11); mais cela n'a pres- 
que pas d'importance pour le calcul absolu. Avec les symboles 
introduits dans le texte nous ne savons pas (et il ne paraît pas qu'il 
Boit possible de le faire), exprimer w et v "u moyen de o,p seule- 
ment ^ à 1' exception de quelques cas spéciaux. 
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TI. Coordonnées carUBlenneB et iiotatlons taehigraphlqaes. 

Les formules et les démonstrations da texte sont tontes abso- 
lues ou intrinsèques ; c' est-^dire le point P, — dont les éléments 
que nous considérons sont des fonctions — a' & jamais été déter- 
miné au moyen de cooriionnèes , ni cartésiennes, ni polaires, .ni 
Cylindriques, ni d' aucune autre espèce, tl est évident que de nos 
formules, générales et intrinsèques, on peut obtenir les formules 
cor répondantes pour tout système de coordonnées. Il suffit d'expri- 
mer P par ses coordonnées et les éléments fises de référence qui 
individuent le système, et faire de même pour les vecteurs et les 
homographies fonctions de P. 

Nos procédés absolus et généraux n'excluent donc pas, comme 
quelques-uns le pensent, les coordonnées ; bien loin de là — contrai- 
rement à ce qui arrive avec les méthodes ordinaires basées seule- 
ment sur les coordonnées cartésiennes — nos formules s'appliquent 
à un système quelconque de coordonnées. 

Voyons maintenant les formes que prennent les principales 
formules du texte, une fois qu'on a introduit les coordonnées car- 
tésiennes X, y , 3 Aa P par rapport au système 0, i,J, k de réfé- 
rence. Nous ne donnons pas la forme purement cartésienne - c'est- 
à-dire indépendante de 0, i, J, k — car il serait trop long d'expri- 
mer nos formules intrinsèques. Nous suivrons le système mixte, que 
plusieurs emploient, et qu' on peut appeler tachygraphe-cartésien~ 
vectoriel. 

On pose 

P= + xt + yj + zk, u = at + lù +ck. 

Si h est un élément fonction de P (et par conséquent fonction 
de X, y, z qui deviennent les variables indépendantes) et dérivable 
par rapport à P, le passage des formules absolues aux formules 
cartésiennes se fait facilement en observant que 






ih ^'' j hh '"' I ("t '"'■ t 

dâ- ~ dp ' ^ ~ dp'' Vz^dP 



~dP dx'^ 



Uf 



c'est-à-dire — - , ... sont les dh-ivées de h dans les directions des vec- 

tenrs i,J, k (n. 32'. 

Cela posé , si a est une homographie , m, n, p sont des nom- 
bres réels, fonctions de P, et œ est un vecteur quelconque, on a: 
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33! ' ôy ' 33 i , ^ = ( ûa) ' ôy ' az ) 
t , J , h' ""^ ^ < , J , kl 



r-' + ^x-lr 



f,è-V^k)* 



az 



, aw 



(4) „t„=..A = +M^ + ;.Ai 

Kay 02" veî aa;/'' Vîkc dy/^ 



(6) 


Hola=iA 


^+M^ + A:A|^ 








(6) 


dl»« = ix 


S+-^x 




= 


5+ 


a& ac 
aï a? 


C) 


■ A» 


a'a , d' 


« a!» 








(8) 


A'« 










W 


, dgradw 
'• dP 






(At de Laplacb) 








a'm 

"5^ 


ô^ay (Wfa2 








(10) 


i.i^ 


= 


a'ffl 

aiiaar 

a'm 


a'm d'm 
dv^' dyds 

asaj* a^* 






(HB88IEN) 










am. 


â7 


a»i 




(11) 


grad m A grad m X grad p = 


an 


DM 

ay 


Qz 


(Jacobibn) 
















dp 
dz 
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L'opérateur A correapond, aussi lorsqu'il est étendu t 
mographies, à 1' opératenr symbolique 



fla;' oy' 02' 

de Laplacb. L'opérateur A' a aussi la même expression symbolique. 
C'est sur ce fait que plusieurs se basent pour affirmer que A et A' 
sont identiques. Mais cela n'est pas exact. En premier lieu A et A' 
ont des domaines d'application bien différents (homographie et vec- 
teurs) et par conséquent ils ne peuvent pas être identiques. En outre 
les définitions absolues, et par conséquent purement géométriques, 
de A et A' (n- i% [1]. [2]) montrent clairement la dilTéirence entre A 
et A'- Les formules [7] du n. 49 donnent aussi une forme symbo- 
lique commune à A et A', n^ais la différence est encore évidente 

parce que .ô et-j^ 8ont dos éléments bien différents. Que ta forme 

cartésienne aoit absolument la même pour A et A' cela ne doit 
pas nous étonner, car une foin qu'on a introduit les coordonnées, 
on détruit fes propriétés géométriques pour trouver des invariants 
qui, interprétés eonvenablemenl, conduisent à des propriétés gêoiné- 
triques. L'opérateur de Laplace est précisément un invariant; mais 
ses propriétés géométriques sont bien diiférsntes suivant qu' on 
1' applique k une horaographie ou à un vecteur. 

Les formes cartésiennes ont conduit plusieurs anteurs k des 
pseudo-opérateurs qui ont causé un grand préjudice au développe- 
ment logique de l'algorithme vectoriel. Nous allons en citer quel- 
ques exemples caractéristiques, 
dx 

tion donnée de P, et ar comme vanaUe i 

champ des vecteurs fonctions de P, et à ia notation précédente o 

donne la forme symbolique indépendante de ^ 



Si dans le vecteur -j-=^t* nous considérons u comme une fone- 



on a, toujours sous forme symbolique (cfr. la première des formu- 
les (3) qui précèdent), 

Il est difficile de comprendre par quel effort d'imagination 
on a trouvé une analogie entre le second membre de la formule (6) 
et l'expression du gradient; mais c'est un fait qu'à la notation (a) 
on a donné la forme u grad. Ainsi notre notation absolue et ef- 
fective 

dP^ 
prend la forme 
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Il est évident que le gradient (et de quoi ?) n' a rien à faire 
avec le vecteur -j^ « ; en outre en vertu de ce iiue nous avons dit 
dans la dernière note au n. 1 de l' Intr. au Chap. Il , 1' opérateur 
«grad ne peut être une homographie, bien qu'il ait l'apparence 
d'un opérateur qui transforme des vecteurs en vecteurs, A quelle 
espèce d'opérateur appartient «grad et quelles sont ses lois for- 
melles ? 

Un autre exemple remarquable nous est fourni par 1' opératear 
" symbolique V de Gibbs. 

Le symbole V, suivi ou précédé (cela n' est pas toujours bien 
clair) du signe d'opération de produit intérieur ou vectoriel, est dé- 
fini comme un opérateur (cartésien, bien entendu!). I! suffit à Gibbs 
de savoir que, en substituant dans certaines formules à V un 
vecteur on obtient des formules vraies, pour conclure que V sst 
un vecteur Hfmbullque. Vraiment l'adjectif symbolique n'ôte pas an 
vecteur ses qualités et, logiquement, un vecteur symbolique est 
encore un vecteui: Mais laissons pourtant oela de côté et appli- 
quons la méthode de Gibbs dans un autre champ. 

Dans la formule 

oi:^/\y-j = I,«.a;/\i/ -aiAKay - (Kto)A» 

on peut mettre une homograpliie quelconque ^ à la place de y et 
on obtient la formule vraie 

a(xAP) = liO^xAP - a!A(Ka)P - (Kax)AP ; 

réciproquement dans celle-ci à la place de l'homographie p on 
peut mettre un vecteur p. Il en est de même dans plusieurs autres 
formules. Ainsi on peut donc dire , avec Gibbb , que les homo- 
graphies sont des vecteurs symbollunes , et que les vecteurs sont 
des homographies symboliques. N' est-ce pas le cas de dire , avec 
Gaubb, risum teneakis? JÇ 

Il est important que le lecteur fixe son attention sur les con- l 
séquences qui dérivent des méthodes ordinaires symbolico-carté- 
siennes, qui donnent souvent des opérateurs auxquels il est irapos- 
sitle d' assigner un rôle déterminé entre les opérateurs généraux 
introduits et employés magistralement par Hamilton. 
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ILOTES GÉOMÉTRIQUES 



MARIO PIERI 

âaear a 1' Uiijversitâ de Parme 



Représentation géométrique de l'homographie vectorielle. 
Bomologies vertorielles. 



Un grand nombre de propoaitiona touchant l'homog. vect. con- 
stante, que 1' on a établies par un calcul géométrique direct aux 
§§ 1, 2, 7 du Texte, ne font que reproduire aoua une forme al- 
gorithmique spéciale dea faita aubstanéiellement connus par tout 
Lecteur, auquel lea modemea théories ae la Géométrie projective, 
de l'Algèbre supérieure et du Calcul dea opérations diatributives ■ 
ne soient pas tout-à-fait étrangérea. 

Comme le caractère de ce livre (qui s'adresse particulièrement/ 
aus culteura dea mathématiques appliquées) n' a paa permis aux 
Auteurs de mettre en lumière ces analogies, ni d'en tirer tous lea 
avantagea poaaiblea, noua ne jugeons pas hors de propoa d'y appeler 
l' attention du Lecteur, tout en nous bornant ici à des rapproche- 
ments intuitifs avec quelques notions de Géométrie projective, dont 
lacoaeepts fondamentaux du Texte ne sauraient que gagner en 
^idence. 

Parmi lea représentations uniformes donnant pour image à tout 
système de points alignés d' autres points alignés (homographies 
ordinaires ou coUinéalions) il convient de rappeler ici les a^ 
nilès de 1' espace, dont le caractère spécifique est celui de changer 
les droites parallèles en droites parallèles et de représenter par 
suite le plan de l' infini sur lui-même , point par point , suivant 
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mie homographie ordinaire (•), Comme une telle correspondance doit 
changer nécessairement les segments équipollents en segments 
éqnipollents, il s'ensuit que chaque affinité de l'espace transforme 
les vecteors en vecteurs suivant une homographie vectorielle. 

En effet, toute affinité qui représente les points A, B, C, ... 
par les points A', ff, C, .. . fera correspondre à l' ensemble des 

segments équipollenta à an même segment orienté AB, c'estr^à-dire 
an vecteur B - A, le vecteur iC — A' ; et à chaque vecteur parallèle an 
plan des vecteurs B — A 6t C ~ A ùa vecteur parallèle au plan des 
vecteurs B' — A' et C — A' ; etc. Réciproquement, si l'on donne une 
homog, vect quelconque a et un point arbitraire 0, la correspon- 
dance qui aura lieu entre les deux points variables /• et /" = O 
+ a(P—0), et entre les directions des droites OP et OP', est bien 
une affinité de l' espace pour laquelle le point O correspond k 
soi-même: car, si et £ sont deux points alignés avec P, des 
trois conditions : 

P" = + a{P - O'), ff = + a(Q - 0), fl" = + <i(fî — 0) 

on tire par soustraction : 

(/ — P' = a(Q — F), ff -F'=-a{R'-P); 

d'où il s'ensuit que les vecteurs <Ï—P' et R—P" sont aussi parallè- 
les entr'eux, et que par suite les points Q' et ff sont en ligne droite 
avec le point P'. Les affinités nous offrent donc nne image géomé- 
trique remarquable ment ictuitive des homographies vectorielles (••). 
j Le troisième invariant de a. (n. 8) acquiert ainsi la signification 

géométrique de rapport (constant) entre les volumes de deux corps 
homologues suivant l'affinité P' = 0-f a(P — 0). 



Ou voit maintenant que dans toute homog. vect. les directions 
des vecteurs homologues se correspondent entr' elles suivant une 
collinéation ordinaire du plan à l' infini sur lui-même. Cette coUi- 
uéation plane attachée à chaque homog. vect. a peut s'appeler 



(") Voy, p. ex. A. Sannia , " Lezioni di Geometria Projettiva „ 
II éd. (Napoli 1895), n. 174. - Dans ce qui sait nous ne ferons appel 
qu' aux propriétés générales de l' homographie ordinaire entre deux 
formes géométriques de 2* ou de 3' espèce. 

(**) Il est néammoins évident qu' à l' aide d' une conatruotion I 

pareille, oà le point dimeure tout à fait arbitraire , chaque homog. ^l 
vect. aura pour image im nombre infini d' afflnitéa spatiales (dont / 
l'ensemble s'obtient en composant l'une quelconque d'eQtr'elles avec 
des translations arbitraires). 
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[auiTant Burali-Forti (*)] " position de a, par rapport au plao à 
r ÎDfini „, ou " Posit a „ tout court. Les directions unies ou doubles 
de u ne seront autre chose que les pointa doubles réela de Poaita. 
Une homog. vect. ne sera réversible (c'est-à-dire non-singulière, ou 
non-dégéueréej que si telle est aussi sa position par rapport au plan 
de r infini ; et même elle sera simplement ou doublement singulière, 
suivant que sa position est singulière de 1' ou de 2= espèce en tant 
que collinéation plane (**). 

Le fait que chaque collinéation plane admet toujours au moins 
un point uni et au moins une droite unie (réels) nous permet aus- 
sitôt d'affirmer que chaque homog, vect. — outre qu'elle possède 
au moins une direction unie (n. 3) — a iapropriété de remplacer les 
vecteurs parallèles k un certain plan par des vecteurs parallèles 
au même plan ; de plus, les plans de cette sorte (déterminés h une 
traalation prés) iront s' associer univoquemeat aux directions dou- 
bles. 

Uhomothétie vectorielle et la similitude vectorielle (n. 4 et 30) 
sont caractérisées par le fait, que leur position est respectiv. une 
identité ou une isomérie. On peut donner Je nom â'homolùgie vec- 
torielle à toute homog. vect. , dont la position est une homologie 
ordinaire (du plan à l' infini en soi-même) ; c' està-diré à toute 
homog. vect. possédant ce' directions unies, nécessairement paral- 
lèles à un même plan. Si Posit a est une involution, a^ sera une 
homothétie vect-, et réciproquement; etc. 

L'existence des directiona principales (n. 18) revient à nne 
proposition bien connue de Géométrie projective : à savoir , que 
dans toute polarité elliptique antre les éléments d'une gerbe de 
droites et de plans il existe, au moins, un triédre trireetangle auto- 
polaire. La dilatation se distingue de 1' homog. vect. générale en ce 
que le produit de sa position par la polarité absolue de l'espace est 
encore une polarité; en effet ses trois directions tautologues, deux à 
deux orthogonales (n. 7), sont toujours les côtés d'un triangle au- 
toréciproque pour la corrélation résultant de ce produit. On en 
déduit par ex. (attendu que wXDom ne diffère nullement de «X"" 
quelque soit le vecteur m): " Si, a étaiit une homog. vect., il existe 
un vecteur u normal à son homologue au , il doit en exister un 
nombre infini ; et le lieu de tous le poi^s + u subordonnés à de 
tels vecteurs m — abstraction faite du cas, où a serait une homog. 
axiale — est un cône quadrique réel „. 

Comme 1' homog. vect. Ra remplace chaque vecteur x/\y par 

le vecteur {aœ)/\{a.ff) (n. 20), il faut que sa position coïncide avec 

la transformée de Posit a à l'aide de la polarité absolue. Autrement 

dit, si nous désignoiij cette dernière polarité par (1, nous aurons: 

Posit (Ra) = Q(Poait a)Q ; 



(*) Bibliographie, n. 36. 

("*) Voy, p. ex A. Sasnia, loc. oit, , 
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d'où l'on déduit par ex., que a et Ra ont toujours les mêmes di- 
rections principales; que le carré de Posit(Ra) se confond avec la 
transformée de (Posit a)', ou de Posit(a*); etc. 

A l' objet de déterminer n' importe quelle homog. vect. a on 
peut se donner d'abord une coUinéation sur le plan de l' infini (on 
dans une gerbe de rayons) comme position de a, et ensuite un couple 
de vecteurs non nuls P — et F — en qualité de vecteurs homo- 
logues suivant a : à la condition cependant, que les points à l'infini 
de ceux-ci se correspondent entr'eux dans celle-là. Il ne peut y 
avoir, en effet, qu'une affinité de l'espace, laquelle tout en subor- 
donnant dans le plan de l'infini la collineation donnée Posit a, soit 
capable en même temps de représenter P par /" sans déplacer 0: 
la Géométrie projective nous fournit plusieurs constructions liné- 
aires d'une telle correspondance, et par là aussi de l' homog. vect a. 

Toute homologie vectorielle pent être envisagée comme une 
substitution linéaire da \lpe: 

/mu, mv, w'\ 

u, V, w étant des vecteurs non parallèles à un même plan, tv' un 
vecteur arbitraire et m un nombre réel. Une telle homogr. vect, i] 
changera tout vecteur x parallèle au plan invariant, anplan d'ho- 
mologie, Ouv en un multiple de ne suivant le nombre m; il y aura 
même une droite invariante, ou axe d'hotnologie (déterminée à une 
traalation près, ainsi que le plan d' homologie) qui est parallèle à 
tout plan joignant deux vecteurs homologues, et les vecteurs paral- 
lèles à cet axe seront aussi multipliés par un même nombre n. Il 
peut se faire, que l'axe d' homologie soit parallèle au plan d'orao- 
logie : on a alors n z= m. Si on fait abstraction de ce cas, on sera 
libre de choisir tv parallèle à l'axe invariant, de manière à avoir 
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t par suite: 
IiJ] = 2m + n, Iji| = m{m + 2n), I3T1 = wi'n, 

L' homologie vectorielle n'est en même temps une dilatation, 
que si l'axe et le plan d' homologie sont perpendiculaires entr'eux. 
La conjugée' Ki| et la réciproque Et| d' une homologie vect, r\ sont 
toujours des homologies. Etc. 

On peut déterminer une homologie vectorielle quelconque en se 
donnant le plan invariant, l'axe invariant et deux vecteurs homo- 
logues (dans un même plan avec l'axe); il est même facile de la 
construire géométriquement sur ces donnés, à l'aide d'une affinité 
de l'espace. 
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Chaque foie que la direction du vecteur x est double par rap- 
port à l'homog. vect. a, de sorte que ax aoit un multiple de x, p. ex: 

1) ax=.mx, 

X est une racine de l'homog. vect. a— m, et celle-oi par conséquant 
est une horaogr. singulière. Réciproquement, si a— m, est une homog. 
vect. singulière , chacune de ses racines x noua fournira aassitfit 
une direction de coïncidence par rapport à a. Il a' ensuit (n. 3 et 8) 
que les racines de l'équation cubique en (: 

2) = Ij (a— () = (3— I,a,(« + I,o.(-l3a 

ne seront autre chose que les rapports de simititude m,n,p iné- 
rents aux directions doubles de a. Ces valeurs de t une fois connues, 
il est très facile d'en déduire les directions unies de a (*). Soit, en 
effet, m une racine rielle de l'équation 2); et supposons d'abord 
B{o.-m)=^0 et par suite 'B.K{a.--m)^0 (n. 22, [3]). Alors, ai noua 
prenons un vecteur arbitraire w, sous l'unique reatriction que le 
vecteur x =sRK(a— m) n'en résulte pas nul, celui-ci devra tou- 
joors vérifier la condition 1); attendu que (n. 20, [i]) 

(a-m). aK(a-m)= I,(a-m) = 0, 

et par suite (a — m)x = 0. £a outre, x gardera toujours ta même di- 
rection quelque soit v. de aorte que, dans ce premier caa, la racine 
m de 1' équation 2) aéra aubordonnée â une seule direction double 
de ou En second lieu nous remarquons que V hypothèse contraire 
E(a~ffi)^0 équivaut à la aupposition que a— m et K(a -m) soient 
doublement aingulières (Voy. la Note 3'). Alors (a 1' exception du 
cas banal qui correspond à a = m) tous les vecteurs non nuls 
de la forme (a - nDu, m étant un vecteur arbitraire, seront paral- 
lèles entr'eux; et la condition 1) sera satisfaite par tous les vecteurs 
X normaux au vecteur K(o— m.).(o;— wi)m. Dana ce cas l'homog. vect. 
a admettra donc, dépendamment de la racine m de l'équation 2), 
une in/inité de directiona tautologuea ; elle sera, par suite, une homo- 
logie vect.; ou len particulier) une homothétie vect. 



(*) Bibliographie, n. 15, pag. 41. 
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Note II. 
Sur r indicatrice d' une homographie vectorielle. 



i'h' 



Soient maiatenant a une bomog. vect. non nulle , un point 
quelconque et h une constante namériciue réelle. L'équation (n. 13): 

1) {P-O^-yi, Da(f "- 0) = A, 

que l'on peut écrire aussi bien sous les deux formes: 

1') (P- 0)Xa(i'— 0) — A, (^— 0)XKa(P- 0) = h, 

sera satisfaite quelque soit le point P, si h ^0 et a est une homo- 
graphie axiale (n. 5) ; et c'estnlà le seul cas où elle revient à une 
identité, car la dérivée du 1" membre par rapport à P, c'est-à-dire 
le produit 

SdPXIMP— 0) 

ne 8'annulle identiquement que lorsque Do = 0. Si l'on fait abstrac- 
tion de ce cas très -particulier , on peut dire que l' équation 1) re- 
présente toujours une quadrique, réelle ou imaginaire, symétrique 
par rapport an point (•). 

Noue savons même (n. 13) que, si l'on compose la polarité dia- 
métrale de cette quadrique avec la polarité absolue de 1' espace, 
on obtient comme résultante la collinéation qui rllie entr'elles les 
directions des vecteurs P-0 et T>a(P-0) lorqu'on ait varier le point 
P; collinéation qu'on a convenu d'appeler position de Da par rap- 
port au plan à l'infini (Voy, la Note I). 

Or, si la constante A est nulle, l'indicatrice l) est un cône réel 
ou immaginaire ; puisque dans cette hypothèse tous les points 
Q=0 + t{P—0) (i étant un nombre arbitraire) appartiendront à 
la quadrique, dès que P lui appartient. Maia si h ^0, l'indicatrice 
»e peut se spécialiser autrement qu'en un cylindre irrèdncible, sy- 
métrique par rapport au point 0, ou bien en deux plans parallèlea 
et mutuellement symétriques par rapport à ce point. 



(*) Eq déaignant par i , J , k trois direotione principales relati- 
vement à Da {n. 13 ; voy. aussi la Note III) e par x, y, z les coor- 
données du point P dans le système cartésien 0, i,j, k ; chacune des 
équatloiis 1) et 1') prend la forme algébrique : 

mx"^ -I- My' -I- p3' = A, 
où Jii, M, p sont les trois coefficients de dilatation inérenta à ces di- 
rections principales. 



'/ 
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Observons que, même si a et sont donnés à priori, il y anra 
toujours des valeurs pour h, auxquelles correspond une indicatrice 
réelle: il est même évident que par chaque, point donné B pas- 
sera une et une seule quadriqoe réelle du faisceau 1), à savoir 
la quadrique déterminée par la valeur (B — 0) X Da{B— 0) de la 
constante arbitraire h. Deux quadriques arbitraires de ce faisceau 
auront même polarité diamétrale ; et par suite , si elles sont du 
même genre (c'est-à-dire deux ellipsoïdes, ou deux hyperboloïdea 
à une nappe,...) elles seront semblables et semblablement placées. 

Après cela on vérifie aisément que : " Pour h^O, l'indicatrice 
de a par rapport à un point arbitraire est une quadHque non 
spécialisée, ou bien un cylindre irréductible, ou bien tin couple 
de pians parallèles , suivant que la dUalation de o. est une homog. 
vecl. réoersible, ou simplement singulière, ou doubletnent singu- 
lière „. Dans le deuxième cas le cylindre aura ses génératrices 
parallèles à la direction nulle de Da ; dans le troisième cas les 
deux plans seront parallèles aux ûo' directions nulles (c'est-à-dire 
perpendiculaires à la direction double non nulle) de Do. Et puisque 
les ases de l'indicatrice se confondent toujours avec les directions 
de coïncidence relatives ^ Da , on voit bien que l' indicatrice de a 
sera une quadrique de révolution dans le seul cas, où Dn est una 
homologie vectorielle (Voy. la Note I) (*). 

L'indicatrice 1) ou 1') avec h^O suffit à elle seule pour nous 
déterminer la dilatation de a. En d'autres termes nous avons qne: 
" Toute surface du second degré S douée d' une polarité diamé- 
trale non singulière (1" cas) peut être envisagée comme indicatrice 
par rapport à son centre et à un nombre réel ft — que l'on peut 
choisir à volonté sous la restriction h^O, pourvu que S ne soit 
pas un cône — d'une certaine dilatation o non singulière : celle-ci 
étant alors individuée au moyen de S et de h „. D'abord la colli- 
néation, certainement réversible, qui nait en composant la polarité 
diamétrale de S avec la polarité absolue, nous donnera la position 
de a par rapport au plan à l'inflni (Voy. la Note I) ; ensuite, ayant 
choisi ad libitum un point B sur la qnadrique donnée, on cherchera 



(') Cette condition géométrique se traduit ausaitôt dans l' équa- 
tion numérique suivante : 

(I,Du)'.(IjDa)»-l(I,Da>M3Da-4(IïDa)ï+18I,Da.IjDa.l3Da-27(l3Daj»=0, 

que l'on obtient en égalant i zéro le discriminant de l'équation eu- 

- l3(Da - () = (3 - ,I,Da.(' + I,Da.! - IjOa, 
dont les racines aoat les coefficients de dilatation m, n, p relatifs à 
Da (Note 1). 

Pour que l'indicatrice soit u^ ellipsoïde réeljf, il fant et il suffit 
que les invariants de Da posaèSent, tous les trois, le même signe que 
h. Etc. 
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dans la direction correspondante à OB ce point B" — univoquement 
déterminé, dès que h^O— pour lequel (B — 0) X(ff — 0) = ft : 
après quoi 1' homog. veot. p, qui a la position susdite et remplace 
le vecteur B — par le vecteur B' — (Note I) admettra nécessai- 
rement la qnedrique donnée S comme indicatrice par rapport à 
et ft „. Etc. (*). 

On prouverait d'une manière analogue que : " Étant donné un 
cylindre S* non parabolique, ni décomposé en deux plans parallèles 
— tel en somme , que sa section droite possède une involution 
non-singulière de diamètres conjugués (2"^' cas) — et ayaat choisi 
à volonté un nombre réel h (différant de zéro si ? n' est pas 
spécialisé en un couple hyperbolique de plans , mais égal à zéro 
dans le cas contraire) il existera toujours une dilatation simple- 
ment singulière admettant le cylindre donné comme indicatrice par 
rapport à ft; il en existera même une seule, chaque fois que ST 
n'est pas un ct^ple hyperbolique de plans (et co' dans le cas con- 
traire) „. 

On a de même que : " Deux plans parallèles quelconques et un 
nombre h différent de zéro (3""» cas) déterminent toujours une dila- 
tation doublement singulière, qui admet le système des deux plans 
en qualité d'indicatrice „. (Si on remplace les deux plans parallèles 
par an plan double , il faudra supposer fe ^ et vice-versâ ; et , 
dans cette hyjiothèse, toute une oc' de dilatations admettrons ce 
plan double comme indicatrice par rapport au même nombre ft=;0). 



On peut appeler " vecteur cyclique de a „ tout vecteur normal 
à un plan qui coupe suivant des cercles le) quadriques Indicatrices 
de a. Ceci posé, de ce qui précède on déduit aisément qu' un vec- 
teur u non nul sera cyclique pour a dans le seul cas où, as étant 
un vecteur normal 4^ m, mais du reste arbitraire, les trois vec- 
teurs u, X et Dcb« seront parallèles à un même plan (**) : en d'au- 
tres termes, si la condition wXa' = entraînera M/\aîXDaa! = 
quelque soit x. 

Or , si deux homog. vect. non nulles a et p seront associées 
linéairement entr' elles ; c' est-à-dire, si 



m et M étant des costantes numériques (m^O); il est clair ( 
chacune des deux conditions: 



^ /o 

/sa] 



(*) On peut voir dans J. W. GiBBfl , (" Vector Analyaia „, New 
'ork 1901, §§ 136-142) une théorie élémentaire des quadriques envi- 
sagées comme des indicatricea d' homographies vect. 
(**) Bibliographie, n. 15, pag. 108. 
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sera une conséquence de l' aatre , et par suite a et p auront les 
mêmeB vecteurs cycliques. (La proposition réciproque n'a pas lieu, 
comme on le voit aisément). Dana une telle relation se trouvent , 
p. ex. , les homog. vect a et I,a — a : d' où le nom " cyclique 
de a„, imposé provisoirement k I' homog. I,a ~ a (n. 8). 



Note III, 

Sur les directions principales d'one homographie vectorielle. 



Si le» directions de trois vecteurs unitaires i, J,h formant 
dans cet ordre un système orkigonal dextrorsum sont pHneipalea 
pour r homog. vector. a, de sorte que l' on ait : 

1) ai=ai', aj = bj; ah = cl^, 

où i', J', k' sont aussi des vecteurs unitaires orientés de façons k 
constituer à leur tour un système orthogonal dextrorsum, et a, b, c 
sont trois rapports de similitude iuéreuts aux directions princi- 
pales f,^, k (n. 18); r homog- vect, a sera complètement déter- 
minée par les éléments intrinsèqaes (i, J, k), {i',J', k'), (a, b, c), 
car noua aurons: 

_ /ai', bj', ck'\ 
"~^ *, J, k )■ 
Les formules générales des n. 8, II nous offrent alors, poor les 
invariants et le vecteur de a, les expreaaions très-simplee : 

V = &e.<X<' + ca./X/ + a&-fcXfc', 
Ija = abc, 

2Va = a.i^^• + b.j/\j' + c.k/\k; 

2aVa = bc.t/\i' + ca.JAf + ab.k/\k'. 

D' ici et de la définition de l'opérateur R (n, 20) on déduit aus- 
sitôt: 

2) Ha* = ici', -RaJ = ca.J', Rak = ab.k; 
et par suite : 

I,Ea = I,tt, I(Ba = I,aJsa, l3Ra = (r3o)', 
d'accord avec les résultats du n. 22. On retrouve ainsi que a et Ba 
admettent toujours Ig^ mêmes directions principales (Note L). De 
plus on peut dire maintenant — grâce aux formules 11 et 2) — que 
r homog. simplement singulière est toujours caractérisée par l'éva- 
nouissement d' un quelconque parmi les nombres a, b , c; en 
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même temps que la condition Ra ^0 — ou , ce qui revient au 
même, l'évanouissement de deux quelconque parmi les paramètrea 
a, h, c — caractérise l' homog. doublement singulière (*). 

Théorème de réciprocité. — Le théorème suivant joue un rôle 
fondamental dans tous les cas, où l'on trouve à propos (ainsi qu'on 
l'a fait tout à l'heure), de rapporter l' homog. vect. à ses direc- 
tions principales: soit-ce à cause des quelques avantages inêrents 
à ce procédé ; ou bien parce que, dans le problème à étudier, les 
directions principales se présentent d'elles mêmes avec un sens 
mécanique ou physique appréciable. 

" En retenant les hypothèses déjà faites à 1' égard de i, J, k, 
*'i J'i ^'y a, b, c; alors, à côté des relations 1) on a toujours les 
identités e 



1') Kai' = at, KaJ' = bJ, Kofc' = cft: 

ou, en d' autres termes ; Chacune des homographies vect. i et Ka 
multiplie par les mêmes nombres a, b, c les longueurs des vecteurs 
parallèles à ses directions principales „. 

Nous savons en effet (n. 18) que la conjuguée de a transforme 
les directions des vecteurs i',J', k^ dans celles des vecteurs i,J, fc; 
par cottséquant il est assurée V existence de trois nombres réels 
a', b', c', tels que ; 

Ka*' = a'i , KaJ' = b'J , Kak' = c'fc. 
Nous aurons donc, en vertu des 1) et du théorème de commu- 
tation : 

(ai) X (ai) - * X Ka.oi = I X «.Ko*' = aa', 
en même temps que 

(ai) X M) = ai' X «*' = «"■ 
Or, puisque on déduit aaaioguement : 
(Kai') X (K«i') = *' X «K«*' = i'X «'■«* = a'a = a'i X a'i = «'', 
il faut en conclure que aa' ^^ a' =: a'', et par suite que a^a'. On 
prouve de même q\]^ ù — 6' et c = c' : c. q. f. d. 

Si maintenant on fait appel à l'expression bien connue de l'ho- 
mog. vect. a comme une somme de trois dyades , c'est-à-dire à 
l' identité : 

a = H(«,a«) + H{v,av) + H(M-,aw-), 

u, V, ui désignant trois vecteurs unitaires, orientés de façons à 
constituer dans cet ordre un aysthème ortogonal destror^um (n. 6) on 
voit de suite, grâce au théorème précèdent, que ; " Chaque homog. 



(*) Vice-versâ, la direction nulle d'une homog. simplement sin- 
gulière, ou deux quelconques parmi les directions nulles orthogonales 
d' une homog. doublement singulière, seront toujours à compter parmi 
les directions principales de celle-ci. 
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vect. a rapportée à ses directions principales i, J, fc et à leurs ho- 
moiogues (', J', W peut être mise aoua la forme normale : 

3) o = aH(*,i') + 6H(^,J') + cH(ft,*s'), 

a, b, c étant les paramètres pi^ncipattx de o, définis par les rela- 
tions 1) et 1') (•) „. 

De là on tire aisément de/ nouvelles expressions pour les ho- 
mographies Ka, Cet, Ea; à savoir: 

Ka = aH(f ,i) + mU\J) + cH(&',A) , 
- Ca = aHA) (*' A) + b(JA) U'A) + e(ft A) (*' A) , 
Ra = bcH{i,f) + caJÎ(J,J-) + a6H(fc,ft'). 

Si o est uae homog, réversible {c'est-à-dire, si Ï^^O) les di- 
rections principales de a— i et Ka— i se confondent respectivement 
avec celles de Ka et a; et par suite, à côté des formules 1), 1') et 
2), on peut écrire la suivante : 

a-i=VH(i',<)-f.V6H(/,J,-|- i/^HCA'.fc) (•»). 

Sous la forme 3) l' homog. vect. o apparaît comme produit de 
la dilatation 

_ fai, bj, cfc\ 

par r homog. vect. 

e = H{(.i') -I- H{j,f) + H(fc,ft'). 

Or celle-ci ne diffère point de Visomérie vectorielle positive (n, 29) 

apte à superposer la terne {i, J, k) k la terne ((', J", k'). Donc : 

" Toute homog. vect. a pourra s'obtenir en composant une dila- 

1 taiion suivant les directions principales de a avec la rotation vec- 

■ torielle, qui fairait coïncider celles-ci avec les directions princi- 

. pales de Ka „ (**•). 



(•) J. W. GiBBs, loc. cit., §§ 115-16. 

(**) Indépendamment des formules ci-deBBuB, l' ii 
homog. vect. non singulière a peut toujours a' obtenir au moyen de la 
formule : 

I,a.a-l = H I {av)f\(aw),u \ + li\ {aw)/\{<^u),v j -f- H j (aw)A(at-),«. | = 
= HCRow,«) + H(Eav,w) -|- H(fiow,w), 

u, V, v désignant, comme ci-deesuB, n'importe quel système ortho- 
gonal deatroisum de veciJra unitaires. C est-là use conséquence des 
formules [3] n. 19, [1] n. 20, etc. 

(***) Yoy. J. W. GiBBs (loc. cit.) : dont le ohap. VI (§§ 123-35) est 
entièrement dédié à la discussion des différents types d' homog. vect. 
d' après leurs représentations dyadiques. 
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La rocheruhe des directions principales d'une Komog. vect. a 
peut être ramenée à la réaolation de 1' équation cubique: 

4) l3((-Ka.a) = i3-[(I,a)'-2I,a + i(V«)']('+ ^ 

+ [a,a)' - 2I,a.l3a + 4(aVaf^ ( - (I^ap 0, 

ayant poar racinea les carrés dea trois paramètres principales. A 
cet effet, nous observons d'abord que ces nombres a', 6*, c' — grâce 
aux identités 1) et 1') — ne . diffèrent point des m, n, pdu Texte 
[n. 18, form. a) et a']; c'est-à-dire, des coefficients de dilatation 
inérents aus homographies autoconjuguées Ka.n et a.Ko (ibidem). 
En exprimant ensuite les invariants de la dilatation Ka.a par les 
invariants et le vecteur de a an moyen des formules [2] n. 25, on 
trouve aisément, pourvu que l'on ait égard ans [10] n. 17; [1], [2], 
[3] o. 22 ; etc. : 

I, (Ko-a) = CI,a)' -2r,a + 4(Va)*, 

If (Koua) = (I,a)' - ^1,0.1^0. + 4(a Va)', 

l3(Ka.a)^(l3a)'; 

et cela — d' après les relations [4] n. 12 — nous assure que m, n, p 
sont bien les racines de l'équation 4). Mais on sait que, ces racines 
une fois connues, le problème des directions doubles par rapport 
à la dilatation Ka.a (c' est-à^dire , des directions principales de a) 
est à regarder comme résoulu (Voy, ta Note 1"). 

Il s'ensuit p. ex. que les directions principales d'une homog. 
vect. a ne seront en nombre infini, que si l'équation 4) a des ra- 
cines égales: ce qui se vérifie seulement lorsque la dilatation Ko.a 
(et par suite aussi a.Ka) est une hoinologie vect., ou en particulier, 
une homothétie vect. (Voy. la Note II). Dans le premier cas, deux 
parmi les directions principales *, X k pourront être choisies à vo- 
lonté dans un certain faisceau d as l'unique réstriction 
d' être orthogonales entr' elles d 1 nd cas toute direction 
de l'espace est principale pou t t 1 rs une simil'Uude vec- 
torielle (celle-ci étant caracte é p 1 f t , qae ses trois para- 
mètres principaux a, 6, c ont m m 1 bsoulue). 



Nous terminerons en signalant une propriété remarquable de 
jL l'omog. vect. a, c'est-à-dirè de la quadi'ique : 

(P - 0) X «(-P - 0) ^ ft = (F - 0) X Ka(P - 0) (n. I3X 

en relation avec les diretions principales de a. et Ka. Supposé 
h =^0, soient e, f, g, e', /", g' les longueurs , réelles on imaginaires, 
des semi-diamètres de l'indicatrice qui sont parallèles, respective- 
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ment anx directions principales i,J, h, i',S, kf. Si dans l'éqoatioii 
écrite on remplace le point P sncceaBirement par les points 

+ et, + ff, + gk, O + e'f, + rf, O + g-ltf, 

on obtient de snite entre ces longueurs les relations : 

e'i- X Ka(e'*') = ff X Ka(/y) = flp'fc' X «(iT'fc') = h ; 
d'où l'on tire, à l'aide des formules 1) et 1') : 

ofit. * X *' = 6/*- J Xi" = Ci/.' fc X *" = «8^ * X *' = 

= br.f>U = cg".k'Xk = h 
et par suite: 

Donc: "Deux diamètres de l'indicatrice, qui soient parallèles 
à deux directions principales homologues des a et Ko, ont toujours 
même longnenr „. 
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NOTES HISTORIQUES 



Les transformations linéaires les plus générales (calcul des ma- 
trices , déterminants) ont été d' abord considérées par Orabbhahn 
en 18i4 [(8), § 60-73] et puis en 1862 avec de plus grands dévelop- 
pements [(9), n. 37T-390] (■). 

Hamilton, à peu près dans le même temps, a envisagé les opé- 
rations linéaires qui transforment des vecteurs en vecteurs (homo- 
graphies), qu'il a appelé " opérateurs vectoriels „. C'est à Hamilton 
que l'on doit les propriétés fondamentales des homographies que 
nous avons développées dans nos livres [(10), p. 559-569; (11) vol.T, 
art. MG-mb]. 

En 1855 (1) et puis en 1858 (2) Cavley, dans un mémoire célèbre, 
a fondé la théorie des matrices. 

Matrice est une série de quantités formant un carré et qui repré- 
sente symboliquement une transformation linéaire. C'est donc, à un 
point de vue tout à fait analytique, la théorie des transformations 
linéaires des vec(«ur8 en vecteurs. 



(') Grasbmann a réclamé ses droits de priorité anr Cauchy, qni 
dane plusieurs notes des Comptes Eendua , en 1853 [Oeuvres complè- 
tes , s. I, t. 11, p. 439; t. 12, p. 12, 46] avait exposé sa théorie des . 
clefs algébriques [(9), pp. 398-399 ; voir aussi le 3"* volume des Gesamm. 
tnatkem. and phyaik. Werke, Leipzig 1911, Kap. 20, pp. 193.]. 

G1BB8, qui a fait aussi ressortir la priorité de Grasbmann, a écrit; 
" The key to the theory of matricei is certainly giveû in the first 
Ausdehnungslehre, and if we call the birth of matricular analysis the 
birth ofalgebra (suivant l'expreBsion de Sylvester), we can give no 
later /ate to this «vent than the mémorable year of 1844 „. C^aier- 
nions and the " Ausdehnungslehre „. [Nature, y. 44 (1891), p. 79-82]. 
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î de Caylby a été l'origine de nombreux et impor- 
tants travaux de Laoubrrb (li), Fkobbnius (4, 5), Sylvebtbr (21), 
Mbtzler (15), l(]âicE (18,19), Tabbe (22) ; etc. En Italie Pinchbrlh (20) 
s'est surtout occupé des applications des homographies à l'ana- 
lyse et des homographies à <o dimensions ('); Peano (16, 17) a, 
au contraire, considéré le rôle géométrique des homographies. 

Enfin GiBBS, en 1880, exposait la théorie des transformations 
linéaires des vecteurs en vecteurs fondée sur la dyad et les dya- 
dics (7). ^ 

La théorie des transformations linéaires suivant la méthode 
des quaterinona à été l'object de nombreuses applications à la Mé- 
canique, à la Physique mathématique et à la Géométrie de la part 
de Hamilton et surtout de Tait (24), Clifi'obd (3), Joly (13) et 
d'antres mathématiciens (-). 

La théorie des dyads et des dyadics de Oibbs a reçu aussi bon 
nombre d'applications par G-ibbs (6), Wiljjon (25), Jaumanh (12) (*) 



Le notices historiques suivantes sont relatives aux arguments 
traités dans les n' 7, 8, 9, 14, 20, 31, 37 du teste. 

!f. 7, Les dilatations (homographies auto-conjug**» " self-conjn 
gâte n) ont élé considérées par Hamilton [(11) art. 348 et suiv.] et 
(iiBUB [(7), art, 111] 

La propriété [1] est de Hamilton qui l'a appelle " Equation of 
Conjugation „ [(U), art. 347, éq. IV.]. Une propriété semblable est 
démontrée par Gibbb pour les dyadics [(7), art. 99]. 

5. 8. Les expressions des invariants sont de Hamilton [(11), 
art. 347 et suiv.j- 

Sur la manière avec laquelle ils sont introduits dans le cal- 
cul par GiBBS, on peut voir notre article. La dénomination de 



(') Pour d' autres notices bibliographiques on peut consulter : 

Bromwich, Muth's Elemeniartlieiter [Bull. American Mathem. So- 
ciety, V. 7 (1901), pp. 311-316]. 

Pascal, Repertorium der koeheren Analysis. Zweite Auflage, Erste 
Hâlfte, Leipzig 1910. pp. 79-92. 

Shaw J. B-, Synopsis of linear associative Algebra [Carnegie Ineti- 
tution of Washington. Pubblication n. 78, Washington, 1907]. 

(') ¥oir la bibliographie sur les quatemions pubbliée par la Inter- 
national Association for promoting ihe study of quaternions and aïlied 
Systems of MatJiematiQs (1908, 1909). 

(^) Sur la théorie de Gibbs et le livre de Jaumann on peut voir 
notre article (Bibliographie, n. 18). 

Si Ton veut confronter les méthodes de Hamilton avec ceux de 
Grabbmann , on peut voir uu mémoire de E. W. Hyde , Calcuius of 
direction and position [American Journal of Mathem,, v. 6 (1884), p. 1-13]. 
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" conjugaée „ d' une homographie est aussi de Hamilton [(11) , 
art. 347] qui n'adopte pas un symbole spéciale; il indique par q>' 
la conjuguée de «p. Le symbole K est usé pour le conjugué d'un 
quaterniou. Catley (2), Tabbr (22) au lieu de " conjuguée „ écrivent 



N. 9. Cette décomposition est de Hamilton [(11), art. 349, 
eq. XII]. 

Elle correspond évidemment au théorème bien connu sur la dé- 
composition d'une déformation homogène ou de la déformation in- 
finiment petite d' un élément d' un corps continu. Cauchy [Exer- 
cices de mathém. 1827, Oeuvres (2), t. 7, p. 52) avait démontré l'exi- 
^ stence des droites principales des dilatation.et des quadriques de 
jI déformation ; mais le théorème sur la décomposition, dont il s'agit 

ici, a été découvert par ii. Stokes, On Die théories of internai fri- 
ction of fluids in motion . and the equilibriuih and motion of ela- 
sticmlids [Trana.of the Cambridge PhilOB. Society, V, 8 (1845) p. 287; 
Mathem. and Phys. Papers, v. 1, p. 75] et puis par H. Hblhholtz, 
Ueber Intégrale der hydrodynamischen Gieichungen, welche den Wtr- 
belbetoegungen entsprechen [Journ. fur Mathematik. Bd. 55 (1858), 
p. 25. Wissensehaftliche Abh., Leipzig 1882. Bd. 1, p. 106; 136]. 
Voir aussi Gibbb [(7) art. 111]. 

If. 14. La rftiation [1] a été découverte par Hâmilton [(11), 
art. 350, eq. I] qui l'a nommée la Sytnbotic and Cubic Equation ; la 
démonstration donnée par Hâmilton est fondée sur les propriétés 
d'une " auxUiary and vector funetion „ v qui correspond k notre 
opérateur R (v. § 5). Caylby (2) a aussi établi cette propriété pour 
le cas des matrices de 3™° ordre et" l'a étendue, sans en donner la 
démonstration, aux matrices d'ordre n. 

Beaucoup d'auteurs indiquent [1] la " Cayley's idenlical équa- 
tion,,; mais, avec plus de justice, on devrait la i; 
vant SïLVBSTBB (21), 1' équation de Hamilton-Cayl 

Forsyth [Messenger of Matheraatics, v. 
a donné une démonstration directe et assez simple de [1]. Sa géné- 
ralisation a été obtenue par Mbtzlbr (15). 

Pour les homographies à n dimensions on peut voir La- 
GUBRRB (14), Frobbniuh (4), Sylvbhtbk (21). Sylvbbtbr (21) et Ta- 
BHR (22) out aussi approfondi l'étude de l'équation des axes d'une 
homographie à n dimensions. 

N. 20. Cet opérateur B a été considéré par Hâmilton [(11), 
art. 347, eq. XI] dont il a donné les propriétés les plus importan- 
tes, et aussi la [4] (ibidem, art. 848, eq. III). Plus précisément l' o- 
pérateur y dont Hahilton s'est servi correspond à KBo. 

N. 81. Grassmann [(8), (9)]; Hâmilton [(11), art. 363]. Voir aussi. 
Pbano, Calcolo geometrico seconda V Ausdehnungslehre di H. Gras- 
smann ; Torino, Bocca, 1888, n. 79, 87 et suiv. ; et Carvallo, Con- 
férence sur tes notions de calcul géométrique utilisés en mécanique 
et en physique [Nouv. Ann. de Mathématiques, s. IV, t. 2 (1902), 
p. 433-442]. M. Carvallo suit la méthode cartésienne. Pour le cas 
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spécial des dérivées par rapport à un point, voir Bueali-Forti , 
Bibliographie, n. 19, 20. 

N. 37. Four tes opérateurs div, rot et grad m (où m est un 
nombre) nous renvoyons à ce que noua avons dit à la Note IV 
de nos Eléments de calcul vectoriel , p. 222, Les opérateurs grad , 
A, Bot pour les homographies, ont étés considérés par M. Bubali- 
FoRTi (Bibliographie, n. 19, 30, 31). La définition absolue de l'opé- 
rateur grad a été dounée par M. Boguio (Bibliographie, n. &). 
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ERRATA 



p. VU, note (1), ajouter, Trbvisani. 

p. XVI. § 4, 17, au Ueu de Produit, lisez, Prodoits. 

p. 34, ligue 1, idem. 

p. 78, ligne 1, au Ueu de Différentiel lea, lisez, 40. Différentielles. 
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